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EDITOR LECTORI. 


. //7 Bsolutis simum DifTerentialis Calculi Opus , quod 
trigintaduobus abhinc annis Geometrarum princeps 
LEON AR D US EULERIfS Eerolinensibus typis, 
& Petropolitanae Academiae Jumptibus vulgaverat , di- 
stractis iam cunelis ferme exemplaribus , nec nisi ingen- 
ti pretio comparandis , novam iampridem editionem 
postulabat. Sed ingratum hunc molestumque laborem 
ut ipse susciperem , a me nunquam impetrare potuis~ 
sem , nisi votis & flagitationibus illorum , qui diutius 
hoc opere carere non poterant , accessissent doctorum 
T Irorum invitationes , cohortationes que amicorum , qui 
rem Geometris gratam , Iuventuti utilissimam au v aran- 
tes , me diu haesitantem & ancipitcm stimulis additis 
pepulerunt . 

Ad rem itaque aggressus Eulerianum Opus a ca- 
pite ad calcem quam potui diligentissime legi <§■ per- 
lustravi , calculosque omnes cnalyticos , quodque ope- 
rosius erat ingentes illos numerorum acervos , qui pas- 
sim occurrunt , maxima qua potui circumspectione re- 
cognovi. Mirum dictu est , quot quantosque offenderim 
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type graphicos errores corruptos numeros vitiatos calcu- 
lo * ambiguos sentus , ut ferre aequo animo haud pojfim 
Bcmlinensis Typographi simulationem dicam an levita- 
tem ? qui bina tantum errata , eaque levissima emendan- 
da proposuit: Me'p'1® 0 aVitrrafy . Correclis typothetarum 
mendis reliquum erat , ut de pretio ac praestantia huic 
editioni prae antecedenti comparanda cogitarem , eam- 
que novis quibusdam additamentis locupletarem . Igitur 
elegans , & grave Auctoris Elogium ab eximio Geome- 
tra & Philojopho Marchionc COA DORCETO exa- 
ratum , & in publico Academiae Scientiarum Parifien- 
sis conventu recitatum , sed nondum in eius Academiae 
Aciis publici iuris facium , Operi univerfo pracpqfui : 
tum in operis calce indicem adieci abfolutis simum om- 
nium EUI ERI Lucubrationum , cum earum, quae jepa- 
ratim editae iujlis voluminibus continentur , tum earum, 
quae numero prope incredibili in plurium Academiarum 
Commentariis leguntur , tum denique caeterarum , quae 
ineditae ad bis centum usque inter eius manus cripta in- 
ventae sunt , quaeque Petropolitanae Academiae tradi- 
tae in cius Commentariis deinceps in lucem emitten- 
tur. Tam amplum atque immensum mathematicae eru- 
ditionis thesaurum prae oculis habere illumque pro 
opportunitate consulere res erit procul dubio /uniori- 
bus proveclioribusque Geometris utilissima , qui ex in- 
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finita illa rerum tractatarum multitudine quid sili su- 
mant, quid omittant statim perspicient , & ab iis quae- 
stionibus traclandis abstinebunt , quas cognoverint ab 
EULERO inchoatas simul & perficias, neque tan- 
quam novum proponent quod ipse occupaverit ; quod 
caeteroquin evenire facile posset , quum nullum firme 
sit in universo Disciplinarum Matlusmaticarum ambitu 
argumentum paullo elegantius , quod Geometra ife 
Briaraeus vel non delibaverit, vel non absolverit. 

Postremo operae pretium duxi brevibus quibusdam 
annotationibus locum unum vel alterum Euleriani Ope- 
ris illi jlrarc , eaque perpauca huc derivare , quae 
pcjl modum ab Auclore ipso , vel a Geometris aliis 
ad Differentiatis Calculi amplificationem inventa sunt ; 
perpauca inquam , nam Euleriano scripto multa addere 
hominis esset vel incredibilem huius Geometrae foc- 
cunditatem ignorantis , vel Phidiae simulacrum , aut 
Apellis tabulam emendare sibi arrogantis 

Superesset nunc , ut grata animi significatione 
declararem quid ipse debeam EirO celeberrimo & po- 
lyhistori Praeceptori nuper m:o GREGORIO FON- 
TANAE in Regio Ticinensi Archi gymnajio fibli- 
nuoris Jfaiheseos Professori , quo suasore & auspice 
rem omnem molitus sum ; sed verecundiae hominis 
modestissimi , quem vel nominare omnino prohibeor , 
parcendum efl . 



IX 

£ L O G E 

S> E Mo ElfLER 

Prononc£ i la rentrde de 1 ’ Acaddmie royale des /ciences 
le 6 F^vrier 1785 

" ' c 

Par 

M* LE MARQ* DE CONDORCEX 

Secretairt ptrpitutl it t Acadimit des fdtaces , it t Infiitut it Bolognc 
des Acaiemies it Pticrsbourg , ic Turia &c. rjrc. &c. 

: • , I . • • 

!SL«eonard euler , Direfleur de la dafle de mathdmati- 
quc dans 1 ’ Acad^mie de Petersfaourg , & auparavant dans 
celle de Berlin , de Ia Socidd royale de Londres , des Acad£- 
mies de Turio, cie Lisbonne & de Basle, affoci^ rftranger de 
celle des Sciences, naquit H Basle le 15 Avril 1707 , de 
PAUL EULER & de MARGUERITTE BRUCKER . 

Son pere, devenu en 1708 pafleur du village deRiechen 
pris de Basle , fut fon premier inftituteur , & eut bientot le 
plaifir de voir les efp^rances des talens & de la gloire d’ un 
fils, fi douces pour un coeur patemel , naitre & fe forti- 
lier fous fes yeux & par fes foins. 

II avoit Irudil les mathdnatiques fous jaques bernoul- 
Ll • On /ait que cet homme iiluflre joignoit a un grand g£nie 
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pour les lciences une philofophie profunde, qui n’ accompa- 
gne pas toujours ce gdnie , mais qui fert h lui donner plus 
d' dtendue & a le rendre plus utile. Dans fes le^ons , il 
faifoit fentir It les difciples que la gcomdtrie n’ eft pas une 
Icience ifolee, Sc la leur prdlentoit comme la bafc Sc la clef 
de toutes les connoilfances humaines; comme la Icience oh 
1’ on peut le mieux obfcrver la marche de 1’ efprit ; celle 
dont la culture exerce le plus utilement nos facultds , puis- 
qu’ ello donne i 1’ entendemenr de la forcc Sc de la juftefle 
a la fois; enfin comme une dtude ^galement prdcieufe par le 
nombre ou la vari e te de fes applicatious Sc par 1’ avantage 
de faire contrafler 1’ habitude d’ une mdthode de raifonner , 
qui peut s’ employer enfuite ii la rechcrche des vdritds de 
tous les genres , Sc nous guider dans la conduite de Ia vie. 

paul euler , pdn^trd des principes de fon maitre , 
enfeigna les dltmens des mathdmatiques h fon fils, quoiqu’ il 
le deftinat a 1’ dtude de Ia thdologie ; Sc lorsque le jeune 
euler fut envoyd !i 1’ univerfitd de Basle , il fe trouva 
digne de rccevoir les le^ons de jean bernoulli. Sa facili- 
t£, fon application , fes difpofitions heureufes , lui mdriterent 
bientot Tamitid de daniel 8c de nicolas bernoulli, 
dilciples Sc deja rivaux de leur pere. II eut meme le bonheur 
d’ obtenir celle du feVere jean bernoulli , qui voulut bien 
lui donner , une fois par femaine , uue le^on particuliere , 
deftinee Si dclaircir les difficultes qui fe prdientoient H lui 
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dans le cours de fes leftures & de fes travaux . Les autrcs 
jours etoient employds par m. euler , k fe mctre en dtat 
de profiter de cette faveur fignalde. 

Cette mdthode excellente emp&hoit fon gdnie naiflant 
de s’ epuifer contre des obftacles invincibles , de s’ dgarer dans 
les routes nouvelles qu’ il cherchoit 'a s’ ouvrir ; clle guidoit 
& fecondoit fes efTorts .• mais en meine tems elle 1’ obligeoit 
de ddployer toutes fes forces , qu’ il augmeutoit encore par un 
exercice proportionnd k fon age & a 1’ dtendue de fes con- 
noiflances . 

Il ne jouit pas longtems de cet avantage; & 'a peine 
eut-il obtenu le titre de maitre-ds-arts , que fon perre , qui le 
deftinoit k lui fuccdder, 1’ obligea de quitter les mathdmati- 
ques , pour la thdologie. Heureufement , cette rigueur ne fut 
que paflagere . On lui fit aifdment entendere que fon fils ‘ 
dtoit nd pour remplacer dans 1 ’ Europe jean bernoulli , 
& non pour et re pafteur de Riechen . 

Un ouvrage que M. euler fit k ip ans fur la mature 
des vailfeaux , fujet propofd par 1 ’ Acaddmie des Sciences , 
obtint un accedit en 1727; honneur d’autant plus grand , 
que le jeune habitant des Alpes n’avoit pu etre aidd par 
aucune connoiflance pratique, & qu’ il n’avoit dtd vaincu que 
par M. bouguer, Gdometre habile, alors dans la force de 
fou talem , & ddja depuis dix ans ProfeiTeur d’ hydrographie 
dans une ville maritime. 

b 2 chai- 
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m. euler concourroit en ineme tems pour une chaire 
dans 1’ Univerfitd de Basic ; mais c’ elt le fort qui prononce 
entre les favans admis a difputer ces places , 8c il ne fut pas 
favorable , nous ne difon; point h m. euler , mais a fa 
patrie, qui le perdit peu de jours aprds & pour toujours.’ 
Deux ans auparavant , nicolas 8c daniel bernoulli 
avoient dtd appellds en RufTie. m. euler, qui les vit partir 
avec regret , obtint <i’ eux la promcffe de chercher k lui pro- 
curer le meme honneur qu ii ambitionnoit de partager , & il 
ne faut pas en etre furpris . La fplendeur de la capitale d’ un 
grand empirc , cet dclat qui , fe rependant fur les travaux 
dont elle eft le th&tre & fur les hommes qui 1’ habitent , 
femble ajouter k leur gloire , peuvent aifdment feduire la 
jeunefle & frapper le citoyen libre, mais oblcur & pauvre 
d’ une petite r^publique. mm. bernoulli furent fideles a leur 
parole & fe donnerent , pour avoir auprds d’ eux un concour- 
rent ft redoutablc , autant de foins que des hommes ordinaires 
en auroient pu prendre pour dcarter leurs rivaux. 

Le voyage de m. euler fut entrepris fous de triflcs 
aufpices. Il apprit bientot que nicolas bernoulli avoit 
ddja viflime de la rigueur du elimat. Et le jour meme 
ou il entra fur les terres de 1’ empire RufTe fut celui de la 
mort de catherine I., ^vdnement qui parut d’abord me- 
nacer d’ une diflolution prochaine 1’ Acad^mie , dont cette 
Princefle, fidele aux vues de fon Epoux , venoit d’achevr 

la 



Digitized by Gooole 


DE M. E U L E R . XIII 

la fondation. m. euler, dloigtfe de fa patrie, n' ayant 
point, comme m. daniel BERNOULLI, i y rapporter uu notn 
celebre & refpeffe , prit la rdfolution d’ entrer dans la marine 
rufle. Un des Amiraux de pierre r. lui avoit ddja promis 
une place , lorsquc , hcurcufement pour la gdomdtrie , 1’ orage 
dlevd contre les fciences fe dilfipa. m. euler obtint le titre 
de Profefleur , fuccdda en 1733 k m. daniel bernoulli , lors- 
que cet homme illuftre fe retira dans fon pays ; & la meme 
annde il dpoula M.^ e gsell , la compatriore, fille d’ un pein- 
tre que pierre i. avoit ramend en Rudie , au retour de fon 
premier voyage. Dds-lors pour nous fervir de 1 ’ expreffion de 
bacon , M. euler fentit qu’ il avoit donn£ des otages ^ la 
fortunc , & que le pays, ou il pouvoit espdrer de former un 
dubliflement pour (a famille , dtoit devenu pour lui une 
patrie tfecelfaire . Ne chez une Nation 011 tous les gouverne- 
mens confervent au moins 1’ apparence & le langage des con- 
flitutions rdpublicaines , ou , malgrd des diftin&ions plus rdelles 
que celles qui feparcnt les premiers efelaves d’ un delpote , du 
deruier de fes fujets , on a foigneufcment gardd toutes les 
formes de 1’ dgalitd , ofi le refpedl qu’ on doit aux loix 
s’dtend jusqu’ aux u figes les plus indifferens , pourvu que l’au- 
tiquife, oh 1'opinion populaire, les ait confacrds; m. euler 
fe trouvoit tranfportd dans un pays ou le Prince exerce une 
autoritd fans bornes, ou la loi la plus facrde des gouvcrne- 
mens abfolus , celle qui regie la fucceffion h 1’ empire , dtoit 
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alors incertaine Sc mdprifee , ou des chefs , efclaves du fou- 
verain, regnoicnt defpotiquement fur un peuple efclave; & 
c’ dtoit dans le moment oii cet empire, gouvern£ par un 
^tranger ambitieux, ddfiant & cruel , gemifloit fous la tyran- 
nie de birev, & oflroit un fpeftacle aufli cffrayant qu’ in- 
/Iruclif aux lavans, qui dtoient venus chercher dans fon fein 
la gloire, la fortune & la libertd de gouter eo paix le? 
donceurs de l’dtude. 

On fent tout ce que dut dprouver l’ame de m. euler, 
lie a ce fejour par une chaine qu’ il ne pouvoit plus rom- 
pre. Peut-etre doit on a cette circonflance de fa vie, certe 
opiniatretd pour le travail , donr il prit alors 1’ habitude & 
qui devint fon unique relfource dans une capitale oli 1’ on ne 
trovoit plus que des ennemis, ou des fatellites du miniftre, 
occupds de flatter fes foup^ons , ou de s’ y ddrober . Cett 
impreffion fut fi forte fur m. euler , qu’ il la confervoit 
encore, lorsqu’en 1741, 1’annde d’apres la chute de eiren, 
dont la tyranuie fit place k un gouvcrnement plus motldrd & 
plus humain , il quitta Petersbourg pour fe rendre a Berlin , 
011 le Roi de Prulfe 1 ’avoit appelld. Il fut prdfentd ^ la 
Reine-mere. Cette Princefle fe plaifoit dans la converfation 
des homnies dclairds , & elle les accucilloit avec cette fami- 
liari^ noble , qui annonce dans les princes le fentiment d’une 
graudeur perfonelle , inddpendante de leurs titres , 8c qui eft 
devenue un des carafteres de cette Famille augulle. Ccpen- 

dant 
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dant la Reine de Prufle ne put obtenir de M. euler que 
des monofy llabes. Elie lui reprocha cette timiditd , cet ern- 
barras , qu’ elle croyoit ne pas mdriter d’ infpirer . Pourquoi 
ne voulez-vous donc pas me parier, lui dit-elle ? Madame, 
rdpondit-il , parceque je viens d’ un pays ou, quand on parle, 
on eft pendu. . 

Parvenu au moment de rendre compte des travaux 
immenfes de M. euler , j’ ai fenti 1’ impoflibilitd d’ en fuiv- 
re les ddtails , de faire connoitre cette foule de d&ouvertes , 
de mdthodes nouvelles, de vues ingdnieufes rdpandues dans 
plus de trente ourages publids a part, & dans prds de fept- 
cens mdmoires, dont environ deux-cens ddpofds k 1’ Acaddmie 
de Petersbourg avant fa mort , font deflinds a enrichir fuc- 
ceflivemcnt la colledlion qu’ elle publie. 

Mais un caraflere particulier m'a fembld le diftinguer 
des hommes illuflres, qui, en fuivant la me me carriere, ont 
obtenu une gloire que la fieune n’ a pas dclipfde : c’ eft 
d’ avoir embraffd les fciences mathematiques dans leur univer- 
falitd , d’en avoir fucccflivement perfeftionnd les diffdrentes 
parties , & , en les enrichiffant toutes par des decouvertcs 
importantes , d’ avoir produit une rdvolution utile dans la 
manierc de les traiter . J’ ai donc cru qu’ en formant un ta- 
bleau methodique des diffdrentes branches de ces fciences , en 
marquant pour chacune les progres , les changemens heureux, 
qu’elle doit au g&iie de m. euler, j’aurois, du moins au- 
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tant que mes forces me le permettent , donn£ une idde plus 
jufte de cet homrae celebre , qui , par la reunion de tant de 
qualitds extraordinaires , a 6t6, pour ainfi dire, un pWno- 
m£ne , dont 1’hiftoire des fciences ne nous avoit encore of- 
fert aucun exemplc. 

L’ Alg^bre n’ avoit M pendant longtems qu’une fcience 
tr£s-bornee . Cette maniere de ne confid&er 1’ idee de la 
grandeur que dans le dernier ddgre d’abftra£Uon , ou 1’efprit 
liumain puifle attcindre , la rigueur avec la quelle on fepare 
de cette idde tout ce qui , en occupant 1’ imagination , pour- 
roit donner quelqu’ appui , ou quelque repos a 1’ intelligence ; 
enfin 1’ extreme gindralitd des fxgnes que cette fcience em- 
ploit , la rendent en quelque forte dtrangere k notre nature , 
trop cloiguce de nos conceptions communes , pour que 1’efprit 
liumain put ailement s’y plaire & en acqudrir facilement 
1' habitudo. La marche meme des m&hodes alg^briques rebu- 
toit encore les hommes les plus propres h ces meditations. 
Pour peu que 1’objet qu’on pourfuit foit compliqud , ellcs 
jorcent de 1’oublier totalement , pour ne fonger qu’li leurs 
formules ; la route qu’on fuit eft aflur^e, mais le but ou 
l’on veut arriver, le point d’ou l’on eft parti , difparoifleut 
cgalement aux regards du Gdom£tre ; & il a fallu longtems 
du courage pour ofer perdre la terre de vue & sexpofcr fur 
la foi d’une fcience nouvelle. Auffi , en jettant les yeux fur 
les ouvrages des grands Geometres du fiede dernier , de ceux 
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mane, aux quels 1’algebre doit les decouvertes les plus im- 
portantes, on verra combien pcu iis dtoient accoutumes It 
manier ce meme inftrument qu’ iis ont tant perfe&ionnd , & 
1’ on ne pourra s’ empecher de regarder comme 1’ ouvrage de 
M. EULER , la rdvolution , qui a rendu 1’ analyfe algdbrique 
une methode lumineufe, univerfelle, applicable a tout & 
meme facile. 

Aprds avoir donnd fur la forme des racines des dqua- 
tions algdbriques , fur leur folution gdndrale , fur 1’ dlimina- 
tion , plufieurs thdories nouvelles & des vues ingdnieufes ou 
profondes, m. euler porta fes recherches fur lc calcul des 
quantitas tranfcendantes . leibnitz & les deux bernoulli 
fe partagent la gloire d’ avoir introduit dans 1’ analyfe algd- 
brique les fon&ions exponentielles & logarithmiques . cotes 
avait donnd le moyen de reprdfenter par des linus ou des 
cofinus les racines de certaiues dquations algebriques . 

Un ufage heureux de ces decouvertes conduifit m. eu- 
ler a obferver les rapports finguliers des quantite's exponen- 
tielles & logarithmiques avec les tranfcendantes ndes dans le 
cercie & enfuite a trOuver des mdchodes au moyen des quelles 
faifant difparoitre de la folution des probldmes les termes 
imaginaires qui s’ y feroient prdfentds & qui auroient embarafle 
le calcul , quoiqu’ on lut qu’ iis duflent le ddtruire , rdduifant 
les formules a une expreflion plus fimple & plus commode, 
il eft parvenu \ donner une forme entierement nouvelle ^ 
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la partie de 1’ analyfe, qui s’ applique aux queftions d’aflro- 
nomie & de phyfique. Cette fbrme a dtd adoptbe par tous 
les Gdometres , elle eft deveuue d’ un ufage commun , & elle 
a produit dans cette partie du calcul a peu prds la meme 
revolution , que la ddcouverte des logarithmes avoit produitc 
dans les calculs ordinaircs. 

Ainfi, a certaines dpoques, 011 , apres de grands efforts, 
les fciences mathdmatiques femblent avoir dpuifd toutes les 
reflburces de 1’efprit humain & atteindre le terme marqud 
li leurs progres , tout-k-coup une nouvelle mdthode de calcul 
vient s’ introduire dans ces fciences Sc leur donner une face 
nouvelle. Bientot on les voit s’ enrichir rapidemcnt par la 
folution d’ un grand nombre de problemes importans dont 
les Gdometres n’ avoint ofd s’ occuper, rcbutds par la difficul- 
td, & pour ainfi dire, par 1’ impoflibilitd phyfique de con- 
duire leurs calculs jusquk un rcfultat rdel . Peut-etre la 
judice cxigcroit-elle de rdfcrver a celui qui a fcu introduire 
ces mdthodes & les rendre ufuelles, une portion de la gloirc 
de tous ceux qui les employent avec fucces ; mais du moins 
il a fur leur reconnoilfance des droits, qu’ iis ne pourroicnt 
contefter fans ingratitudc. 

L’ analyle des fdries a occupd m. euler dans prefque 
toutes les dpoques de la vie. C’eft meme une des parties de 
fes ouvrages, ou l’on voit briller le plus cette finefle, cette 
fagacitd, cette varidte de moyens & de reflburces, qui le 
caradterifent. . •; f- es 




Digitized byGoogle 


DE M. EULER. 3tfX 

Les fra&ions continues, inventdes par le Vicomte de 
BROUtfKER, paroillbient perfqu’ Oliblides des Geometres. M. 
euler en perfecfiona la theorie, en multiplia les applica- 
tions & en fit fentir toute 1’importance. 

Les recherches, perfqu’ abfoluinent neuves , fur les feries 
de produits inddfinis , offrent des reflburces ndceflaires 'a la 
folution d’ un grani nombre de queftions utiles ou curieufes j 
& c’ elt fur-tout en imaginant ainfi de nouvelles formes de 
feries & en les employant non feulement a des approxima- 
tions , dont on eft fi fouvent forcd de fe contenter , mais 
audi k la ddcouverte des vdrites abfolues & rigoureufes , que 
m. euler a f^u aggrandir cette branche de 1’analyfe , aujour- 
d’ hui fi vafte , & bornde avant lui k un petit nombre de 
mdthodes & d’ applications . 

Le calcul intdgral , 1’ inftrument le plus fecond de dd- 
couvertes que jamais les hommes ayent poffddd , k changi 
de face depuis les ouvrages de m. euler. 11 a perfedlionnd , 
dtendu , fimplifid toutes les mdthodes employdes ou propoles 
avant lui. On lui doit la folution gdndrale des dquations 
lindaires , premier fondement de ces formules d’ approxima- 
tions fi varides & fi utiles. Une foulle de mdthodes particu- 
lieres, fonddes fur differens principes, font rdpandues dans 
fes ouvrages & rdunies dans fon traitd du calcul integral . Lk, 
on le voit , par un heureux ufage des fubftitutions , ou rap- 
peller k une mdthodc connue des dquations qui fembloient 
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s' y refufer , ou rdduire aux premieres difliftentielles des £qua- 
tions d’ ordres fuperieurs ; tantot , en confiderant la forme 
des int^grales , il en deduit les conditions des dquations dif- 
ftrentielles , aux quelles elles peuvent fatislaire ; 5c tantot 
1’ examen dc la forme des fafleurs, qui rendent une diffifren- 
tielle complette , le condnit a former des clafles g£n£rales 
d’ dquations intdgrables . Quelquefois une proprictd parriculie- 
re, qu’il remarque dans une dquation , lui offre un moyea 
de fdparer les ind£termin£es, qui fembloient devoir y refter 
conlondues . Ailleurs , fi une ^quation ou elles font ftpardcs 
fe de robe aux m^thodes communes , c’ eft en molant ces in- 
ddtermin&s qu’il parvient k connoltre 1’intlgrale. 

Au premier coup d’ccil, le choix & la rduflite dc ces 
moyens peuvent fembler en quelque forte appartenir au ha- 
zard . Cependant un fuccds fi frdquent & fi fur , oblige de 
reconnoitre une autre caufe ; & il n’eft pas toujours impolfi- 
ble de fuivre le fil ddlid, qui a guidd le g£nie. Si par exem- 
ple , on confidere la forme des fubftitutions employ&s par 
m. euler, on d&ouvrira fouvent ce qui a pu lui faire 
prdvoir que cette op&ation produiroit 1’efTet dont il avoit 
bcfoiu; & fi on examine la forme que dans une de fes plus 
belles nkchodes il fuppofe aux fafteurs d’ume dquation du fe- 
cond ordre, on verra qu’ iis’ eft arretd k une de celles qui 
appartiennent particulierement k cet ordre d’£quation. A la 
veriti cette fuite d’idees, qui dirige alors un aualyfte, eft 
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moins une methode, dont il puifle d^velopper Ia marche, 
qu’ une forte d’inftin£l particulier , dont il feroit difticile dc 
rendre compte; & fouvent il aime mieux ne pas faire 1’ hi- 
ftoire de fes penfdes, que de s’expofer au foup^on d’en avoir 
donnd uti roman ingdnieux & fait aprds-coup. 

m. euler a obfervd que les dquations difldrcntielles 
font fufceptibles de folutions particulieres qui ne lbnt pas 
comprifes dans la folution gdndrale. m. clairaut a fait la 
memd remarque ; mais m. euler a montrd depuis , pour- 
quoi ces intdgrales particulieres dtoient exclues de la folution 
gendrale, il eft le premier qui fe foit occupd de cette theo- 
rie, perfe&ionnde depuis par plufieurs Gdomerres cdlebres & 
dans laquelle le m<?moire de m. de la grange, fur la na- 
ture de ces intdgrales & leur ufage dans la folution des pro- 
blemes, n’a plus rien laifll* a delirer. 

Nous citerons encore une partie de ce calcul , qui ap- 
partient prefqu’ en entier k m. euler . C’ eft celle oCt 1’ on 
cherche des intdgrales particulieres pour une certaine valeur 
ddtermin^e des inconnues , que renferme 1’ £quation . Cette 
tlidorie eft d’ autant plus importante , que fouvent 1’ integra- 
le gdndrale fuit abfolumcnt nos recherchcs , & que dans les 
problemes ou une valeur approchde de 1’intdgrale, ne fuffit 0 
pas aux vues qu’ on fe propofe , la connoiflance de ces intd- 
grales particulieres peut fuplder k ce ddfaut. En effet, on 
connoit alors, du moins pour certaim points, la valeur ri- 
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goureufe ; & cette connoiflance , unie H celle d’ une valeur 
gfodrale approchfo , doit fuffirc a prefque tous les befoins de 
1’ analyle . 

Perfonne fl’a fait un ufage plus dtendu & pias heureux 
des m&hodes qui donnent Ia valeur de p'us en plus approchfo 
d’uue quanti te determiufo, par des Iquations diflerentielles 8c 
dont on a dc5ja une premiere valeur; 8c i 1 s’eft dgalement occu- 
pa de douner un moyen direft de deduire immfoiatement de 
1’ ^quation meme une valeur aflfo voifine de la vraie , pour 
que les puiflances dlevfos de leur differcnce puiflent etre n£- 
gligfos ; moyen lans le quel les methodes d’ approximation , 
en ufage parmi les G forne tres , ne pourroient s’ foendre aux 
^quations pour les quelles les obfervations ou des confiddra» 
tions particulieres ne donnent pas cette premiere valeur , dont 
• ces mdthodes fuppofent la connoiflance. 

Ce que nous avons dit , fulfit pour montrer jusqu’ h 
quel point M. euler avoit approfondi la nature des dqua- 
tions difffoentielles , la fource des difficultas qui s’ oppofent 
a 1’ intdgration , & Ia maniere de les dluder ou de les vain- 
cre . Son grand ouvrage fur cet objet eft non feulement un 
recueil prfoieux de methodes neuves & foendues; c’eft enco- 
re une mine ffoonde de decouvertes , que tout homme nd 
avec quelque talcnt , ne peut parcourir lans en rapporter de 
riches ddpouilles; & 1’ on peut dire de cette partie des tra- 
vaux de M. euler , comme de beaucoup d' autres , que les 
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m&hodes qu’ elle renferme ferviront longtems apres lui 'a rd- 
foudre des queftions importantes & dificiles & que fes ouvra- 
ges produiront encore & plus d’ une decouverte & plus d’ une 
r^putation . 

Le calcul aux diflfrences finies n’ dtoit prefque connu 
que par l’ouvrage obfcur, mais plein de fagacit^, de tau- 
lor . m. euler en fit une branche importante du calcul 
int^gral, lui donna une notatiou fimple 8c commode, & fi^ut 
1’ appiiqucr avec fucces a la theorie des fuites , k la rechcr- 
che de leurs fommes ou de 1’ exprefiion de leurs termes gd- 
mfraux , a celle de la racine des ^quations d^terminfe , k la 
nuniere d’avoir, par un calcul facile, la valeur approclnfe 
des prodaits, ou des fommes indtfinies de certains nombres. 

C’ elt a m. d’ alf.mbert qu’ appartient n-ellement la 
ddcouverte du calcul aux differences partielles, puifque c’efl 
a lui qu’eft due la connoiflancc des fraftions arbitraires, qui 
eutrent dans les integrales . Mais dans les premiers ouvrages 
de m. d’alembert, on voyoit pliis le r^fultat du calcul, 
que le calcul lui-meme. C’ elt k m. euler que 1’ on en doit 
la notation. II a f^u fe le rendre propre en qualque maniere 
par la profonde theorie qui 1’ a conduit a refoudre un grand 
nombre de ces dquations; k diftinguer les formes des integrales, 
pour les differens ordres & pour les differens nombres de variables; 
k reduire ces tfquations, lorfquelles ont certaines formes, k des 
iutdgrations ordinaires; a donner les moyens de rappeller k ces 
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formes, par d iieureufcs fubftitutions, celles qui s’en dloignent; 
en un mor , en ddcou vrant dans la nature des equations aux 
diffcrences partielles plufieurs de ccs propridtds fingulieres , 
qui en rendent la theorie gdndrale fi difficile & fi piquante, 
qualitas prefqu’ infeparables en gdomdtrie , ou le dt5gr^ de la 
difficultd eft fi fouvent la mefure de 1’ interet qu’on prend 
6 une queftion , de 1’honneur qu’on attache li une ddcouver- 
te. L’ influencc d’une vdritd nouvelle fur la fcience meme, 
ou fur quelqu’application importante, eft le fcul avantage qui 
puifle balancer ce mdrite de la difficultd vaincue chez des 
hommes, pour qui le plaifir d’appercevoir une vdritd eft 
toujours proportionnd aux efforts qu’elle leur a coutds. 

M. euler. n’ avoit ndgligd aucune partie de 1’analyfe. 
Il a demon tre quelques uns des Thdoremes de Fermat , fur 
1’ analyfe inddterminde, & en a trouvd plufieurs autres non 
moins curiuex, non moins difficiles a ddcouvrir . La marche 
du Cavalier au jeu d’Echecs, & differens autres problemes 
de fituation, ont auffi piqud la curiofitd & exercd longdnic. 
Il meloit aux recherches lcs plus importantes, ces amufemens 
fouvent plus difficiles, mais prefque inutiles & au progrds 
meme de la (ciencc Sc aux applications tentdes jufqu’ici. m. 
euler avoit un efprit trop fage, pour ne pas lentir l’in- 
convdnieut de fe livrer longtems a ces recherches purement 
curieufes ; mais trop dtendu en meme tems pour ne pas voir 
que leur inutilitd ne devoit £tre que momentande, & que le 
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feul moyen de la faire cefler dtoit de chercher k les appro- 
fondir & 'a les gdndralifer . 

L’ Application de l'Algdbre i la Gdomdtrie avoit occa- 
pd, depuis descartes , prefque tous les Geometres du der- 
nier fidele . Mais M. euler i prouvd qu’ iis n r avoient pas , 
k beaucoup prds , tout dpuife . On Ini doit de nouvelles re- 
cherches fur le nombre des points qui ddterminent une ligne 
courbe , dont le ddgrd eft connu , & fur celui des interfe&ions 
des lignes de difldrens ddgrds . On lui doit dgalement 1’dqua- 
tion gdndrate des courbes , dont les ddveloppdes , les fecondes , 
les troilidmes ddveloppdes, en un mot les ddveloppdes d’un 
ordre quelconque , font femblables k la courbe gdndratrice ; 
dquation remarquable par fon extreme fmiplicitd. 

La Thdorie gdndrale des fiirfaces courbes dtoit peu 
connue; & m. euler eft le premier qui 1' ait ddveloppde 
dans un ouvrage dldmentaire . 11 y ajouta celle des rayons 
ofculateurs de ces furfaces ; & il parvint k cette conclufiorr 
fing jliere , que la courbure d’ un dldment de furface eft dd- 
terminde par deux des rayons-ofculateurs des courbes formdes 
par 1’ interfe&ion de la furface & d’ un plan qui pafle par 
la perpendiculaire au poin donnd; que ces rayons font le 
plus grand & le plus petit de tous ceax qui appartiennent k 
la fuire des courbes ainfi formdes , & qu’ enfin iis le trouvent 
toujours dans des pians perpendiculaires 1’ un k Tautre . 

Il donna de plus une mdthode de ddtermiuer les furfa- 
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ces qui peuveut etre ddveloppdes fur un plan & une theorie 
des projedtions geograpliiqucs de la fphere . Ces deux ouvra* 
ge> renferment une application de calcul des diflerences par- 
tielles a des problemes gdomdtriques ; application qui peut 
s’dtendre a beaucoup de queflions intdrcffantcs , & dont la * 
primiere idee eft due k M. euler. 

Ses recherches fur les courbcs , qui , tracdes fur une 
iphdre , font reflifiables algdbriquement , & fur les furfaces 
courbes , dont les parties corrcfpondantes k des parties d’un 
plan donnd font dgales entr’elles, l’ont conduit k une nou- 
velle efpdce d’analyfe, k la quelle il donne le nom d’analy- 
fe infinitdfimale indeterminde ; parceque, comme dans l’ana- 
lyfe indeterminde ordinairc, les quantitds qui reflent arbi- 
traires font affujetties k certaincs conditions ; &, de meme 
que 1’ analyfe inddtcrminde a pa fervir quelque fois a la per- 
fedlion de 1’Algdbre, M. euler regardoit fa nouvelle analy- 
fe comme une fcience qui devoit un jour etre utile aux pro- 
grds du calcul integral . 

En effet, ces queflions ifoldes, qui ne tiennent pas au 
corps mdthodique des Iciences mathdmatiques , qui n’entrent 
point dans les applications qu’on peut en faire, ne doivent 
pas etre regarddes feulement comme des moyens d’exercer 
les forces, ou de faire briller le gdnie des Geometres. Pref- 
que toujours , dans ies Iciences , on commence par cultiver 
leparement quelques parties ifoldes. A mefure que les ddcou* 
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vertes fucceflives fe mulriplient, les liaifons qui unilTent ccs 
parties fe laiflent fucceflivemcnt appercevoir; & le plus fou- 
vent c’ eft aux lumieres qui rcfultent de cette r^union que 
font dues les grandes d^couvertes, qui font epoque dans 1’ hi- 
ftoire de 1’efprit humain . 

La queftion de determiner les courbes ou les furfaces, 
pour les quelles certaines fontlions indeTinies font plus gran- 
des ou plus petites que pour toutes les autres, avoit exerce 
les Geometres les plus illuftres du fiecle dernier ; les folu- 
tions des problemes du folide de la moindre refiftance , de la 
courbe de plus vite defcente , de la plus grande des aires 
ifoperimetres , avoient ete celebres en Europe . La methode 
generale de refoudre le probleme , etoit cachee dans ces folu- 
tions , & furtout dans celle que JACQ.UES BERNOULLI avoit 
trouvee par la queftion des ifoperimetres & qui lui avoit 
donne fur fon Frere un avantage, que tant de chefs-d’ccu- 
vres, enfantes depuis par jean bernoulli , n’ont pu faire 
oublier . Mais il falloit devclopper cette methode , il falloit 
la reduire en formules generales; & c’eft ce que fit m. eu- 
ler dans un ouvrage imprime en 1744 & l’un des plus 
beaux monumens de fon genie . Pour trouver ces formules , 
il avoit ete oblige d’employer la confideration des lignes 
courbes . Quinze ans apris , un jeune Geometre ( m. de la 
grange), qui, dans fes premiers eflais, annon^oit un digne 
fucceffeur d’ euler , refolut le nteme probleme par une mi- 
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thode purement analytiquc. m. euler admira le premier 
ce nouvel effort de l’art du calcul , s’ occupa lui-meme 
d’ expofer la nouvelle methode , d’ ea pr^fenter les principes , 
& d’en donner les ddveloppemens avec cette clartd; cette 
lltfgance qui brillent dans tous fes ouvrages. Jamais le gdnie 
ne re^ut & ne rendit un plus bel hommage; & jamais il ne 
fe montra plus fupdrieur k ces petites palfions, que le par* 
tage d’ un peu de glorie rend fi a£lives Sc fi violentes dans 
|es hommes ordinaires. 

Nous terminerons cet expofil des travauX de M. euleu 
fitr 1’analyfe pure, en obfervant qu’ il feroit injufte de bor- 
ner Ion influence fur les progr& des mathdmatiques , aux 
decou vertes lans nombre dont fes ouvrages font remplis. Ces 
Communications qu’ il a ouvertes entre toutes les parties 
d’ une fcience fi valle ; ces v-ues g^n^rales que fouvent merae 
il n’ indique pas , mais qui n’ Ichappent point a un elprit 
attentif; ces routes dont il s’elt contenti d’ouvrir 1'entrtfe 
& d’ aplanir les prcmiers obflacles , font encore autant de 
bienfaits dont les fciences s’ eurichiront , & dont la pofldritt? 
jouira, en oubliant peut-etre la main dont clle les aura 
requ. 

Le traitd de Mdcanique , que m. eoler donna en 1736, 
ell le premier grand ouvrage ou 1’ analyfe ait 6 t 4 appliqutfe 
a la fcience du mouvement . Le nombre des cliofes neuves, 
ou pr^fent^es d’une maniere nouvelle , qui entrent dans ce 
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trait£, eut &onnd, les Geometres, fi m. euler n’cn eut 
dcja publid fdpardment la plus grande partie . 

Dans fes nombreux travaux fur la meme fcience, il fut 
toujours fidele i 1’ analyfe & 1’ ufage heureux qu’ il en a 
fait, a mdritd 'a cette methode la prdfi-rence quelle a enfin 
obtenue fur toutes les autres . 

La folution du probleme ofi l’on cherche le mouvc- 
ment d'un corps lancd dans 1’efpace & artiri vers deux 
points fixds, eft devenue cdlebre par l’art avec le qnel des 
fubftitutions dont m. euler favoit fi bien prdvoir la for- 
me, 1’ ont conduit k rdduire aux quadratures des dquations, 
que leur complication & leur fornic pouvoieut faire regarder 
comme infolubles. 

Il appliqua 1’ analyfe au mouvement d’un corps foli- 
de, d’une figure donnde; & elle le conduifit k ce beau 
Thdoreme, deja donnd par SEGNER, qu’un corps d’une fi- 
gure quelconque peut tourner librement d’un mouvement 
uniforme aucour de trois axes perpendiculaires entr’eux, i 
la connoiflance de plufieurs proprias fingulieres de ces trois 
axes principaux , & enfin aux dquations gdndrales du mou- 
vement d’un corps, quelque foit fa figure & la loi des for- 
ces accdldra trices , qui agiffent fur fes dlemens , ou fur quel- 
ques unes de fes parties. 

Le probleme des cordes vibrantes, & tous ceux qui ap* 
partiennent k la Thdoric du fon, ou des loix des ofcillations 
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de 1’ air , ont fomnis a 1’ analyfe par les nouvelles mdtho- 
des dont il enrichir le calcul des diffdrences partielles, une 
thdorie du mouveinent des fluides, appuyde fus ce meme 
calcul , dtonna par la clartd qu’ il a repandue fur des que- 
ftious li dpineufes & la facilitd qu’il a fu donner h des 
mdthodes fonddes fur 1’analyfe fi profonde. 

Tous les problemes de 1’ aflronomie phyfique , qui ont 
dtd traites dans ce fiede, ont iii rdfolus par des methodes 
aualytiqucs particulieres a m. euler . Sa Theorie de la 
lune eft un modcle de la fimplicitd, de la prdcifion aux 
quelles on peut porter ccs mdthodes; &, en lilant cet ou- 
vrage , on n’ eft pas moins dtonnd de voir jufqu’ oh un hom- 
me d’ un grand gdnie , anime du ddfir de ne rien laifler a 
faire fur une queftion importante , peut poufler la patience 
& 1’ Opiniatretd du travail . 

L’ aflronomie nemployoit que des methodes gdomctriques, 
M. evjler fentit tout ce qu’ elle pouvoit efpdrer des lecours 
de 1’analyfe; & il le prouva par des exemples, qui, imitds 
depuis par plufieurs favans cdlcbres, pourront un jour faire 
prendre h cette fcience une forme nouvelle . 

Il embrafla la fcience navale dans un grand ouvrage, 
au quel une-favante analyfe fert de bafe, & ou les queftions 
les plus difficiles font foumifes a ces methodes gdndrales & 
fecondes qu’il favoit (i bien crder & employer. Longtems 
aprds , il publia fur la m£me matiere , un abrdgd ddme.ntairc 
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de ce m£me traite , ou il renfcrme fous la forme Ia plus 
fimple ce qui peut dtre utile i la pratique & ce que doivent 
favoir ceux qui fe confacrent au fervice de mer. Cet ouvra- 
ge , quoique deftind par 1’ auteur aux feules Aeoles de 1’ empirc 
de Rulfie , lui merita une gratification du Roi , qui jugea 
que des travaux utiles i tous les hommes , avoient des droits 
h la reconnoiflance de tous les fouverains , 8c voulut montrer 
que merne aux extrdmitds de 1’ Europe, des talens ft rares 
ne pouvoient dehapper ni a fes regards , ni a fes bienfaits 
M. EULER fut feuliblc 'a ccttc marque de 1’ eftime d’un Roi 
puilfant & elle re^ut un nouveau prix a fes yeux , de la 
main qui la lui transmit; cdtoit celle de m. turgot, Mi- 
niftre refpc&d dans 1’ Europe par fes lumieres , comme par 
fes vertus, faic pour commanJer h 1’opinion, plutot que pour 
lui obeir , & dont le fufTrage , toujours difld par la vdritd 
Sc jamais par le defir d’attirer fur lui meme 1’approbation 
publique , pouvoit flatter un fage trop accoutumd h la gloi- 
re , pour etre encore fenfible au bruit de fa renommde . 

Dans les hommes d’ un gdnie fuperieur, 1’ extreme firn- 
plicitd de caraflere peut s’ allier avec les qualitds de 1’efprit, 
qui femblent le plus annoneer de 1’ habiletd , ou de la fi- 
nelle . 

Auffi M. euler , malgrd cette fimplicitd qui ne fe dd- 
mentit jamais, favoit cependant diftinguer, avec une. fagacitd 
toujours indulgente, il eft vrai , les hommages d'une admira- 
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tion £clair<fe & ceux que la vanite prodigue aux grands hom- 
mes, paur s'affurer du maius le mfrite de l’enthoufiafmc . 

Les travaux fur la Dioptrique , font fond<fs fur une 
aualyfe moins profonde ; & ou efl tente dc lui en favoir 
gr£, comme d’une efpece de facrifice. Les differens rayons, 
dont un rayon folaire efl for me , fubiflent dans le m^me mi- 
lieu des refraflions differentes • fe'par^s ainfi des rayons voi- 
fins, iis paroiffent feuls, ou moius m^lang^s, 8c donnent la 
fenfation de couleur qui leur eff propre. Cette refrangibilit£ 
varie dans les differens milieux pour chaque rayon & fuivant 
une loi , qui n efl pas la meme que celle de la refraLlion 
moyenne dans ces milieux . Cette obfervation donnoit lieu 
de croire que deux prifmes intfgaux 8c de differentes matie- 
res , combinas enfemble , pourroient detourner un rayon de fa 
route fans le decompofer , ou plutot en replagant par une 
triple refra£lion les rayons eiementaires dans une direflion 
parallele . 

De la verite de cette conje£lure pouvoit dependre, dans 
les lunettes , la deflru£lion des iris qui colorent les objcts 
vus It travers les verres lenticulaircs . M. euler etoit con- 
vaincu de la pofftbilite du fucces, d’apres cette idee metlia- 
phifique, que fi 1’ oeil a ete compofe de diverfes humeurs, 
c’efl uniquement dans Pintention d’y detruire les effets de 
P aberration de refrangibilite . 11 ne s’agiffoit donc que de 
chercher k imiter 1’ operation de la nature ; & il en propofa 
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les moyens, d’ apris une thiorie qu’il s’ itoit formie. Ses 
premiers effais exciterent les Pliyficiens i s’ occuper d’un ob- 
jet qu’ iis paroiffoient avoir negligd. Leurs expiriences ne 
confirmerent point la thiorie de M. euler : mais elles con- 
firmerent les vues qu’il avoit eues fur la perfeftion des lunet- 
tes. Inftruit alors par eux des loix de la difperfion dans les 
diffdrens milieux , il abandonna fes premieres idies, foumit 
au calcul les rifultats de leurs expdriences & enrichit la Diop- 
trique de formules anaiytiques fimples , commodes , gdnira- 
les, applicables b tous les inftrumens qu’on peut conltruire. 

On a encore de M. euler quelques effais fur la thio- 
rie gdnirale de la lumiere, dont il cherchoit i concilier les 
phinomenes avec les lois des ofciilations d’une fluide , parce- 
que l’hypothife de 1’imiffion des rayons en ligne droite , lui 
paroiffoit prdfenter des difficultds infurmontables . La Thdorie 
de 1’aiman, celle de la cohifion des corps, celles des frotte- 
mens, furent auffi pour lui 1’occafion de favans calculs, ap- 
puyis malheureufement fur des hypothdfes, plutot que fur 
des expdriences. 

Le calcul des probabilitas, 1’ arithmitique politique-, fu- 
rent encore l’objet da fes infatigables travaux. Nous ne cite- 
rons ici que fes recherches fur les tables de mortaliti & 
fur les moyens de les ddduire des phinomenes avec plus 
d’exa£litude. Sa mithode de prendre un miiieu entre des ob- 
fervations, fes calculs fur 1’dtabliffement d’une caiffe d’em- 
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prunt, dont le but eft d’a(furer aux veuves , aux enfans, ou 
une fomme fixe, ou une rente, payables aprds la mort d’un 
mari, ou d’un pere: moyen ingdnieux, imagind par des 
Gdomdtres-Philofophes , pour coutrebalancer le mal moral, 
qui rdfulte de lYrabliiTement des rentes viageres, & pour 
rendre utiles aux familles lcs plus petites dpargnes que leur 
chef peut faire fur fon gaiti journalier, ou fur les appointe- 
xncns foit d’une commiflion, foit d’une place. 

On a vu dans l’dloge de M. daniel bernoulli , 
qu’il avoit partagd avec m. euler feul la gloire d’avoir 
remportd dix prix h 1’acaddmie des fciences. Souvent iis tra- 
vaillereat pour les memes fujets , & 1’ honneur de 1’ emporter 
fur fon concurrent fut encore partagd entreux, fans que ja- 
niais cette rivali td ait lufpendu les temoignages reciproques 
de leur eftime, ou refroidi le fentiment de leur amitid. En 
examinant les fujets fur lesquels l’un ou 1’autre ont obtenu 
la vidloire, on voit que le fuccds a ddpendu furtout du ca* 
radlere de leur talent; lorsque la queltion exigeoit de l’a- 
drefle dans la maniere de 1’envifager, un ufage heureux de 
1’expdrience, ou des vues de phyfique ingdnieufes & neuves 
1’avcntage dtoit pour M. daniel bernoulli; noffroit el- 
le a vaincre que de grandes difticultds de calcul , falloit-il 
crder de nouvelles mdthodes d’analyfe, c’ dtoit m. euler 
qui 1’emportoit; & fi l’on pouvoit avoir la tdmdritd de 
vouloir juger entr’eux, ce ne feroit pas entre dcux homines 
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ou on auroit k prononcer , ce feroit entre deux genres 
d’ efprit , entre deux manieres d’employer le geuie . 

Nous n’aurions donnd qu’ une idde tres-imparfaite de la 
l&onditd de M. euler, fi nous n’ajoutions k cette foible 
efquifle de fes travaux , qu’ il eft peu de fujets importans 
pour les quels il ne loit revcnu fur fes traces , en refaifant 
meme plufieurs fois fon premier ouvrage . Tantot il fubfti- 
tuoit une mdthode direfle & analytique k une methode indi- 
refte. Tantot il dtendoit fa premiere folution k des cas qui 
lui avoient d’abord dchappd; ajoutant prefque toujours de 
nouveaux exemples , qu' il favoit choifir avec un art fin- 
gulier, parmi ceux qui offroient ou quelque application uti- 
le, ou quelque remarque curieufe. La feule intention de don- 
ner k fon travail une forme plus metholique , d’y repandre 
plus de clartd, d’y ajouter un nouveau dcgr£ de fimplicitd , 
fuffifoit pour le dd terminer k des traveaux immenles. Jamais 
Gdomdtre n’a tant dcrit; & jamais aucun n’a donnd k fes 
ouvrages un tel degrd de perfeclion . Lorsqu’il publioit un 
m&noire fur un objet nouveau, il expofoit avec fimplicitd 
la route qu’il avoit parcourue, il en faifoit obfervcr les dif- 
ficultas , ou les ddtours ; & aprds avoir fait fuivre fcrupuleu- 
lement k fes lefleurs Ia marche de fon efprit dans les pre- 
miers elfais , il leur montroit enfuite comment il dtoit par- 
venu k trouvcr une route plus fimple. On voit qu’ il pr^fd- 
roit rinftrufiion de fes difciples , a Ia petite fatisfaflion de 
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les dronner , & qu’ il croyoit n’ en pas faire aflk pour Ia 
fdence , s’ il n’ ajoutoit aux vditfs nouvelles , dont il 1’ en- 
richiffoit , 1' expofuian naive des idfes qui 1’ y avoient con- 
duic . 

Cette methode d’embraflbr ainfi toutcs les branches des 
mathfmatiques , d’ avoir pour ainfi dire toujours piffentcs \ 
1’ cfprit toutes les queftions & toutes les thdories , dtoit 
pour M. Euler une fource de dfcouvertes fermfe pour pref- 
que tous les autres , ouverte pour lui feul . Ainfi , dans la 
fuite de fes travaux , tantot s' offroit k lui une mfthode fin- 
guliere d’ integrer des fquations en les diffidentiae t , tantot 
une reraargue fur une quefiion d’ analyfe , ou de mfcanique , 
le conduifoit i la folution d’ une dquation diffdrentielle tres- 
compliqufe , qui dehappoit aux mdthodes di refles . C’eft 
quelquefois un probleme en apparence trfs difficile , qu’ il r4~ 
fout en un inftant par une mdthode tres fimple, ou un pro- 
bleme qui paroit flementaire & dont Ia folution a des diffi- 
cultas qu’il ne peut vaincre que par de grands efforts ; d’ au- 
tres fois, des combinaifons de nombres finguliers , des feries 
d’ une forme nouvelle, lui prdfentent des queftions piquantes, 
par leur nouveautf , ou le menent fi des vfritfs inattendues ; 
M. euler avertifToir alors avec foin que c’ dtoit au hazard 
qu’ il devoit les ddcouvertes de ce genre. Ce n’ ftoit pas en 
diminuer le mdite ; car on voyoit aifement que ce hazard 
ne pourioit arriver qu’a un homine qui joindroit i une va- 
lle 
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fte £tendue de connoiflances , la fagacitd la plus rare. D’ail- 
leurs , peut-etre ne faudroit-il pas le louer de cette candeur , 
quand meme elle lui auroit coute' ua peu de fa gloire . 
Les hommes d’ un grand g£nie ont rarement ces petites rufes 
de 1’ amour propre , qui ne fervent qu’ k rape t i fler aux yeux 
des juges eclair& ceux qu’ elles agrandiflent dans 1’opinioa 
de la multitude, foit que 1’ homme de gdnie fente qu’ il ne 
fera jamais plus grand qu’en fe montrant tel qu’il eft, foit 
que 1’ opinion n’ ait pas fur lui cet empire qu' elle exerce 
avec tant de tyrannie fur les hommes mediocres . 

Lorfque l’on lit la vie d’un grand homme, foit convi- 
3ion de 1’ imperfeftion attachde k la foiblelfe humaine , foit 
que la juftice dont nous fommes capables ne puifle atteindre 
jufqu’ k reconnoitre dans nos lemblables une fupdrioritd dont 
rien ne nous confole, foit enfin que l’id<?c de la perfeflion 
dans uu autre , nous blefle , ou nous humilie encore plus 
que celle de la grandeur; il femble qu’on a befoin de trou- 
ver un endroit foible ; on cherche quelque ddfaut qui puifle 
nous relever k nos propres yeux , & 1’ on eft involontairc- 
ment port^ k fe ddfier de la fincdritd de 1’ Ecrivain , s’ il ne 
nous montre pas cet endroit foible , s’ il ne fouleve point 
le voile important dont ces ddfauts foiit couvcrts. 

M. euler poroilfoit quclquefois ne s’ occuper que du 
plaifir de calculer & regarder le poiut de mdcanique ou de 
phyfique , qu’ il examinoit feulement comme une occafion 
. d’exer- 
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d’exercer fon ginie & de fe livrer h fa palfion dominante. 
Audi les fuvans lui ont-ils reprochi davoir quelquefois prodigui 
fon calcul a des hypothcfes phyfiques, ou meme k des prin- 
cipes mitaphyfiques , dont il n’ avoit pas aflbs examini ou 
la vraifemblance , ou la foliditi. Iis lui reprochoient aulft 
de s’etre trop repoli fur les reflburces du calcul & d’avoir 
n'gligi celles que pouvoit lui donner 1’ examen des quellions 
meme qu’il fe propofoit de refoudre . Nous conviendrons que 
le premier reproclie n’ itoit pas litas fondcment . Nous avou- 
erons que dans m. euler , le MetaphyGcien , ou meme 
le Phylicien, n’a pas iti fi grand , que le Giomitre; Sc 
1’ on doit regreter fans doute que plufieurs parties de fe s 
ouvrages , par exemple de ceux qu’ il a faits fur la fcience 
navale , fur 1’ artillerie , n’ ayent prefque iti utiles qu’ aux 
progris de la fcience du calcul . Mais nous croyons que le 
fecond reproche eft beaucoup moins miriti, Partout , dans 
les ouvrages de m. euler, on le voit occupi dajouter aux 
richefles de 1’analyfe , d’ en itendre & d’en multiplier les 
applications. En meme tems qu’ elle paroit fon inllrument 
unique , on voit qu’ il a voulu en faire un inllrument uni- 
verfel . Le progris naturel des fcieuces mathimatiques devoit 
amener cette rivolution; mais il l’a vu, pour ainfi dire, s’ac- 
complir lous les yeuxj c’e(l k fon ginie que nous la devons; 
elle a iti le prix de fes efforts & de les dicouvertes. Ainfi, 
lon meme qu’ il paroilfoit abufer de 1’ analyfe , & en ipuifer 
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tous les fccrets pour r^foudre une queftion dont quelques 
rcflexions , dtrangeres au calcul , lui euifent donnd une folu- 
tion fimple & facile, fouvenc il ne cherchoit qu’ a montrer 
les forces & les reffources de fon art ; & on doit lui par- 
donner fi quelquefois, en paroiflant s’ occuper d’ une autre 
fcience , c’ dtoit encore au progrds & a la propagation de 
1 ’analyfe que les travaux dtoient confacrds , puifque la reVo- 
lution qui en a 6 t6 le fruit eft un de fes prcmiers droits k 
la reconnoiflance des hommes & un de fes plus beaux dtres 
a la gloire. 

Je n’ai pas cru devoir interrompre le d&ail des tra- 
vaux de m. euler , par le recit des dv&iemens tres-fimples 
& tr& peu multiplius de fa vie. 

Il s’ £tablit k Berlin en 1741 & y refta jufquen r 766. 

Madame la Princefle d’anhalt-dessau , Niece du Roi 
de Prufle , voulut recevoir de lui quelques leqons de phyfi- 
que. Ces le^ons ont dtd publides lous le nom de lettres k 
une Princefle d’ Allemagne : ouvrage prdcieux par la clartd 
finguliere avec laquelle il y a expofd les v<?rit<fs les plus 
importantes de la mlcanique, de 1’aftronomie phyfiquc , de 
1’ optique & de la theorie des fons ; & par des vues ingdnieu- 
fes moins philofophiques , niais plus favantes que celles qui 
ont fait furvivre le livre de la pluralitd du monde, au 
fyfteme des tourbillons. Le nom d’ euler, fi grand dans 
les fciences , 1’ idcc impofante que 1’ on fe forme de fes ouvra- 
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ges deftinds h approfondir ce que 1’analyfe a de plus dpineux 
& de plus abftrait, donne a ces lettres fi fimples, fi faciles, 
un charme fingulier . Ceux qui n’ ont pas dtudid les mathd- 
matiques, dtonnds, flatas peut-etre de pauvoir entendre un 
ouvrage d’ euler , lui lavent grd de s’ fitre mis i leur por- 
tee ; & ces details dldmentaires des fciences , acquierent une 
forte de grandeur , par le raprochement qu’ on en fait avec 
la gloire & le gdnie de 1’ homme illullre , qui les a tractes . 

Le Roi de Prufle employa m. euler h des calculs fur 
les monnoies, i la conduite des eaux de Sans-fouci , St 1 ’ exa- 
men de plufieurs canaux de navigation. Ce Prince n’dtoit 
pas nd pour croire que de grands talens & des connoiflauces 
profondes , fuflent jamais des qualitas fuperflues & dangereu- 
fes; & le bonheur de pouvoir etre utile, un avantage refer- 
vd par la nature h 1’ ignorance & h la mediocritd. 

En 1750, M. euler fit le voyage de Francfort pour 
y recevoir fa mere , veuve alors , & la ramener h Eerlin . 
11 eut le bonheur de l’y conferver jufqu’cn 1761. Pendant 
onze ans, elle jouit de la gloire de fon fils, comme le coeur 
d’ une mere fait en jouir , & fut plus heureufe encore peut- 
ftre par fes foins tendres & allklus dont cette gloire augmen- 
toit le prix. 

Ce fut pendant fon Idjour k Berlin , que m. euler , 
lid par la reconnoiflance k m. maupertuis , fe crut obligd 
de defendre ce principe de la moindre aflion , fur lequel 
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le Pr^fident de l’acad£mie de Prufle avoit foude 1 ’efpe'rance 
d’ une fi grande renommi-e. Lc moyen que choifit m. euler 
ne pouvoit guere £tre employd que par lui. C’£toit de rd- 
foudre par ce principe quelques uns des probldmes les plus 
difficiles de la mdcanique. Ainfi , dans les tems fabuleux , 
les Dieux daignoient fabriquer pour les guerriers , qu’ iis fa- 
vorifoient , des armes impenetrables aux coups de leurs ad- 
verfaires. Nous defirerions que la reconnoiflance de m. euler 
fe fut born^e h une proteflion fi noble & fi digne de lui ; 
mais on ne peut fe diifimuler qu’il n’ait montrl trop de 
duret£ dans fes rcpoafes h koenig : & c’ c!l avcc douleur 
que nous fommes obliges de compter un grand homme parmi 
les ennemis d’un lavant malheureux & pcrl&utd. Heureufe- 
ment, toute la vie de m. euler le met !i 1’abri d’ un 
foup<j'on plus grave . Sans cette indiflercnce pour la renom- 
m£e , qu’ il a montree conftamment , on auroit pu croire que 
les ■ plaifanteries d’ un illuftre partifan de m. euler (plaifan- 
teries que m. devoltaire lui-m£me a depuis condamn£es 
•a un jufle oubli) avoient alt^rd le caraflere de m. euler . 
Mais s’ il fit alors une faute, c’eft i 1’exces feul de la re- 
connoiflance qu’il laut 1’attribuer; & c’eft par un fentiment 
refpeftable , qu’ il a M injufte une feule fois dans fa vie. 

Les Ruffes ayant pdndtrtf dans la Marche en 1760 , 
pillerent une m^rairie que m. euler avoit aupr£s de Char- 
Jottembourg ; mais le Gdn£ral tottleben n’<:toit pas venu 
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faire la guerre aux fciences . Inftruit de la perte que m. eu- 
LER avoit efluyde , il sempreffa de la reparer , en faifant payer 
le dommage a un prix fort au defliis de la valeur reelle ; 
& il reudit compte de ce manque d’ ^gards involontaire 
,1’ Imperatrice elisabeth , qui ajouta un don de quatre mille 
florins , 'a une inJemnitd deja beaucoup plus que fuffi/ante. 
Ce trait n’ a point dtd connu en Europe ; & nous citons 
avec enthoufialme quelques adlions femblables, que les anciens 
nous ons traufmifes . Gette diffdrence dans nos jugemens , 
n’ e/l-elle pas une preuve de ces progrds heureux de 1’ efpecc 
humaine , que quelques Ecrivains s’ obliment i nier cncore 
apparemmcnt pour dviter qu’ on ne les accufe d’ en avoir 6 t6 
les complices? 

Le Gouvernement de Ruflie n’ avoit jamais traitd m.eu- 
ler comme un etranger ; une partie de fes appointemens lui 
fut toujours payee malgrd fon abfence; & rimp^ratrice 1’ayant 
appelld eu 1766 9 il confentit h retoumer "k Petersbourg. 

En i 73 5 , les efforts que lui avoit coute un calcul 
aftronomique , pour le quel les autrcs Acaddmiciens deman- 
doient plufieurs mois, & qu’ il acheva en peu de jours , lui 
avoicut caule une maladie , fuivie de la perte d 1 un oeil. Il 
avoit lieu de craindre une c6cit6 complettc, s’ il s’expofoic 
de nouveau dans un elimat dont 1’ influence lui etoit contrai- 
re . L’ intdret de fes enfans 1 ’ emporta fur cette crainte ; & , 
fi on fonge que i’ et ude etoit pour m. euler une paflioa 

ex- 
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exclufive, on jugera fans doute que peu d’ exemples d*amour 
paterne! ont mieux prouvt? qu’il efl la plus douce de nos affe- 
clions. 

II affuya, peu d’ annues apris , le mallieur qu’il avo it pr£- 
vujtnais il conferva, heureufement pour lui & pour les fcien- 
ces,la ftcultd de diflinguer encore de grands caraflcres tracds 
fur une ardoife avec de la craie . Ses fils , fes Eleves , copi- 
oient fes calculs , £crivoient fous /a diftee le refle de fes md- 
moires ; & fi on en juge par leur nombre & fouvent par le 
genie qu* on y rctrouve , on pourroit croire que 1’ abfence 
encore plus abfolue de toute diftra&ion , & Ia nouvelle 
dnergie que ce recueillement forcd donoit k toutes fes facul- 
tas , lui ont fait plus gagner que 1’ affoiblifTement de fa vue 
n’a pu lui faire perdre de facili td & de moyens pour le travail . 

D’ai!!eurs, m. eulf.r , par la nature de fon gifnie, par 
1’ habitude de fa vie , s’ etoit meme involontairement prdpar^ 
des refTources extraordinaires , en examinant ces grandes for- 
mules analytiques , fi rares avant lui , fi frequentes dans fes 
ouvrages , dont la combinaifun & le d^vel jppement rduuilfent 
tant de fimplicitd & cfdldgance, dont la formc meme plait 
aux yeux come It 1’efprit, on voit qu’elles ne font pas le 
fruit d’ un calcul tracd fur le papier , & que produites 
toutes entieres dans fa tere , el les y ont dtd credes par 
une imagination dgalement puiflante & aftive. Il exifte dans 
1’analyfe (& m. euler en a beaucoup multipli^ le nombre) 
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des formules d' une application commune, Sc prefque journa- 
liere. 11 les avoic toujours prifcntes a 1’efprit, les lavoit 
par cocur, les recitoit meme de mimoire; Sc m. d’alembert, 
lorsquil vit m. euler a Berlin, fut itonni de ce phinome- 
ne, nouveau meme pour lui. Enfin /a faciliti a calculer de 
t&e itoit portie 5i un degri qu’on croiroit a peine , 11 1’hiftoi- 
re de fes travaux n’avoit accoutumi aux prodiges. Oti l’a vu , 
dans 1’intention d’exercer foti petit fils aux extraflions de 
racines, fe former la tablc des fix premieres puilfances de tous 
les nombres , depuis un jufqua cent Sc la confervcr exaile- 
mens dans fa mimo i re . Deux de fes difciplcs avoient calcu- 
li , jufqifau dixfeptieme terme , une firie convergente a (Iis 
compliquie . Leurs rifuhats , quoique formis d’ apris un cal- 
cul ierit, differoient d’une uniti au cinquantiime chifire . 
Iis lirent part de cette dilpute a leur maitre. m. euler 
refit le calcul entier dans la tete, 8c fa decifion fe trouva 
conforme it la viriti. 

Depuis la perte de la vue , il n'avoit d’autre amule- 
ment que de faire des aintans artificiels , Sc de donner des 
lecons de niathinutiques a un de fes petits-fils , qui lui pa- 
roilfoit annoncer d’heureules difpofitions. 

Il alloit encorc quelque fois u 1’Acadimie, principale- 
ment dans les circoftances difficiles , ou il croyoit que fa 
prilenee pouvoit erre utile pour y maintenir la liberti . On 
lent combien un Prifidcnt perpituel nommi par la Cour 
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peut troubler le repos d’une Acaddmie , & tout ce qu’clle 
en doit craindre , lorfque , n’ dtant pas choifi dans la clafle 
des favans, il ne fe fent pas meme arrecd par le befoin qu’a 
fe re'putation du fuffrage de fes confreres . Et commeat dei 
liommes, uniquement occupds de leurs paifibles travaux & ne 
fachant parier que le langage des fciences, pourroient-ils alors 
fe ddfendre, furtout fi drrangers, ifoles , dloignds de leur pa- 
trie , iis tiennent tout du Gouvemement , au qucl iis ont k 
demander judice contre le chef que ce Gouvemement meme 
leur a donnd? i 

Mais il ed un degrd de gloire oii l’on fe trouve au 
defliis de la crainte: c’efl lorsque 1 ’ Europe eutiere sVleveroit 
contre une injure perfonnelle faite k un grand-homme , qu’il 
peut fens rifque ddployer contre 1’injudice l’autoritd de fe 
renommde & dlever en feveur des feiences une voix qu’on 
ne peut empeJier de fe faire entendre . m. euler , tout 
fimple, tout modede qu’il dtoit, fentoit fes forces , & les a 
plus d’une fois heureufement employdes. 

En 1771 , la ville de Petersbourg dprouva un incendie 
terrible . Les flammes gagnerent la maifon de M. euler . 
Un Baslois , M. PiERRE GRIMON, (dont le nom mdrite 
fens doute d’etre confervd ) apprend le danger de fon illudre 
compatriote , aveugle & fouffrant , il fe prdcipite au travers 
des flammes , pdnetre jufqu’k lui , le charge fur fes dpaules 
& le fauve au pdril de fe vie . Sa Bibliothdque , fes meubles 
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furent confum& . Mais les foins empreiTds du Comte or- 
loff fauverent fes manufcrits; & cette atrention, au milieu 
du trouble & des horreurs de ce grand ddfifhe , ell un des 
hommages les plus vrais & les plus flatteurs , que jamais 
f autoritd publique ait rendu au g£nic des fciences. La mai- 
fon de m. euler dtoit un des bienfaits de 1’ Imperatrice , & 
un nouveau bienfait en repara promptement la perte . 11 a 
eu de fa premiere femme treize enfans , dont huit morts en 
bas-age . Ses trois fils lui ont furvdcu ; & il eut le malheur 
de perdre fes deux filles dans la derniere ann^e de fa vie . 
De trente huit petits enfans, vingt-fix vivoient encore a 1’cpo- 
que de ia mort . En 1 776 , il dpoufa en fecoudes noces. 
Mile, gsell, foeur de pere de fa premiere femme . 11 avoit 
garde toute la (implicitd de moeurs dout la maifon paternelle 
lui avoit donnd 1’exemple. Tant qu’il a conicrvd la vie, 
il raflembloit tous les foirs, pour la priere commune, fes 
enfans, fes petits enfans, fes domeiliques & ceux de fes dle- 
ves qui logeoient chez lui . Il leur lifoit un chapitre de la 
Bible, 8 c quelque fois accompagnoit cette leflure d’une ex- 
hortation. 

Il £toit tr£s religieux; on a de lui une preuve nouvelle 
de 1’exiilence de Dieu, & de la fpiritualit^ de fame. Cette 
derniere meme a £td adoptde dans plufieurs dcoles de Theo- 
logi e . Il avoit conferv^ fcrupuleuiement la religion de ion 
pays, qui eft le Calvinifme rigide ; & il ne paroit pas qu’i 
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1’exemple de la plupart des Savans proteflans, il fe foit per- 
mis d’ adopter des opinions particulieres & de fe former uti 
fy flente de religion . 

Son (frudition £toit tres £tendue , furtout dans 1’ hiftoire 
des math^rnatiques . On a pr&endu qu’ il avoit portd fa cu- 
riofit^ jufquk s’inflruire des procas & des regles de 1’aflro- 
logie & que mente il en avoit fait quelques applications. Cc- 
pendant, lorfquen 1740 on lui donna ordre de faire l’horof- 
cope du Prince vvan, il repnffenta que cette fonflion appar- 
tenoit a m. kraaf, qui, en qualit£ d’aflronome de la cour, 
fut obligt? de la remplir. Cette cr&lulittf , qu’ on eft £tonnd 
de trouver k cette tfpoque dans la cour de Ruflie , &oit gd- 
ndrale , un liecle auparavant , dans toutes les Cours de 1’ Eu- 
rope. Celles de l’ACe n’en ont pas encore briftf le joug ; 
& il faut avouer que , C on en excepte les ntaximes com- 
munes de la morale, il n’y a jufquici aucune vdrirtf qui 
puilfe fe glorifier d’ avoir 6t6 adoptee aulft g£n£ralement & 
auffi longtems que beaucoup d’ erreurs , ou ridicules ou fu- 
neltes . 

M. euler avoit £tudid prefque toutes les branches de Ia 
phyfique , 1’ anatontie , la chymie , la botanique ; mais la fu- 
pdrioritd dans les math^matiques ne lui permettoit pas d’ at* 
tacher la plus petite importance k fes connoilfances dans les 
autres genres, quoiquaflez «ftendues , pour qu’un hontme, 
plus fufceptible des petitefles de 1’amour-propre, eut puafpirer 
k une forte d’univerfalit£. L’ 6- 
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L’ £tude de la littera ture ancienne & des langues favan- 
tes avoit fait partie de fon dducation. 11 eu conferva legout 
toute fa vie; & n’oublia rien de ce qu’ il avoit appris; mais 
il n’eut jamais ni le tems , ni le d^fir d’ajouter h fes pre- 
nderes <?tudes. Il n’ avoit pas lu les poetes moJornes & fa- 
voit par coeur 1’ Eneide. 

Mais M. euler ne perdoit pas de vue les rmthemati- 
ques, merae lorfquil r&itoit les vers de Virgile. Tout <?toit 
propre k lui rappeller cet objet prefque unique de fes pen- 
des, & on trouve dans fes ouvrages un favant mtfmoire fur 
une queftion de mecanique , dont il racontoit qu’ un vers de 
1’ Eneide Iui avoit donn<? la premiere id<fe . 

On a dit que , pour les hommes d’ un grand talent , le 
plaifir du travail en dtoit une rdcompenfe plus douce encore 
que la gloire. Si cette v&itd avoit befoin d’ etre prouvde 
par des exemples, celui de M. euler. ne permetroit plus 
d’en douter . 

Jamais dans fes favantes difcuflions avec de celebres Geo- 
metres, il n’a laiffe ^chapper uu feul trait qui puiffe faire 
foup^onner qu’il fe foit occup^ des intere ts de fon amour- 
propre . Jamais il n’a reclamd aucune de fes decou vertes ; & , 
fi on revendiquoit quelque chofe dans fes ouvrages , il s’ em- 
preffoit de reparer une injuftice involontaire’, fans meme trop 
examiner fi 1’ Equiti rigoureufe exigeoit de lui un abandon 
abfolu . Y avoit-on relevi quelqu’ erreur , fi le reproche ^toit 
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mal fonde , il 1’ oublioit ; s’il dtoit jufte , if fu corrigcoit , 
Si ne fongeoit mdme pas k obferver que fouvent le marite 
de ceux qui fe vantoient d’avoir apercu fes fautes, confiitoit 
feulement dans une application facile des Mdthodes , que lui 
mane' leur avoit enfeignees , i des Theories dont il avoic 
applani d’avance les plus grandes difficultas . 

Prefque toujours les hommes mediocres chcrcKcnt a fe 
feire valoir par une feveritd proportionnee a la haute idde 
quils veulent donner de leur jugement, ou de leur gdnie. 
Inexorables pour tout ce qui s’e'leve au ddfus d’eux, iis ne 
pardonnent meme pas k 1’ inferiorite. On diroit qu’un fenti- 
ment fecrec les avertit du befoin quils ont de rabaifler les 
autres. Au contraire, le premier mouvement de m. euler 
le portoit a cdlebrer les taleus des 1’ illant ou quelques eflais 
heureux frappoient fes regards , & fans attendre qu’une jufte 
admiration eut follicitd fon fuffrage; On le voit employer 
fon tems k refaire , k dclaircir fes ouvrages & meme k r 6- 
foudre des problemes deja nffolus, qui ne lui laiffoient plus 
que le marite de plus d’dldgance & de methode, avec la me- 
me ardeur, la meme conftance, qu’il eut mi fes k pourfuivre 
une v^ritd nouvelle , dont la d&ouverte auroit ajout£ k fa 
renomm^e . D’ ailleurs , fi le ddfir ardent de la gloire eut 
exifit? au fond de fon cceur, la franchife de fon caraflere ne 
lui eut pas permis d’en cacher les mouvemens. Mais cette 
gloire , dont il- s’occupoit fi peu, vint le chercher. La fe- 

g con- 


L 


£ L O G £ 


condi td finguliifre de fon gtnic frappoit mcme ccux qui n’d- 
toient pas en «fcat d’entendre fes ouvrages. Quoiquunique- 
ment livrd k la Geonidtrie, fa rtputation sVtendit parmi les 
hommes les plus &rangers k cette fcience ; & il fut pour 
1’ Europe entiere, non leulenient grand Geometre, mais un 
grand-homme. 

Il eft d’u!age en Ruflie d’accordcr des titres militaires 
k des hommes ties ^trangers au fervice. C’ eft rendte hom- 
mage au prejugd qui laifoit regarder cet Etat comme la feu- 
le profeffion -noble, & avouer en mcme tems qu’on en recon- 
noit toute la faulfetd. Quelques favans ont obtenu jufqu’au 
grade de Gdn£ral-Major. M. euler n’en eut & n’en vouloit 
point avoir aucun. Mais quel titre pouvoit honorer le nom 
d’ euler ? Et alors le refpeft pour la confervation des droits 
naturcls de 1’ homme , impofe en quelque forte le devoir de 
donner 1’exemple d’une fage indiflerence pour ces hochets de 
la vauite humaine, fi puerile, mais fi dangereux. 

I,a plupart des Princes du Nord , dont il £toit perfon* 
nellement connu, lui ont donn£ des marques de leur eftime, 
ou plutot de la vdndration , qu’on ne pouvoit refufer k la 
r^union d’une vertu fi fimple & d’un g<?nie fi vafle & ll 
dlev£. Dans le voyage que le Prince Royal de Prufle fit k 
Petersbourg , il prdvint la vifite de M. euler & palla qucl- 
ques heures k cot£ du lit de cet illuftre vieillard, ayant fes 
maius dans les ficnnes & tenant fur fes genoux un petit fils 
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d’ euler , que fes difpofmons prdcoces pour Ia Gdomftrie 
avoient rendu l’objet particulier de fa tendreffe paterne Ile. 

Tous les mathdmaticiens celebres qui exiftent aujour- 
d’hui font fes Eleves. 11 n’en eft aucun qui ne fe foit for- 
md par la leilure de fes ouvrages, qui n’ait re^u de lui les 
formules, Ia- mdtode qu’il emploie, qui, dans fes ddcouver- 
tes ne foit guidd & foutenu par le gdnie d’ euler . II doit 
* cet honneur k la rdvolution qu’il a produite dans les fcien- 
ces mathdmatiques , en les foumettant toutes 'a 1’analyfe; h 
fa force pour le travail , qui lui a permis d’ambrafler toute 
1’ etendue de ces fciences; i 1’ordre methodique qu’il a f^u 
mettre dans les grands ouvrages; k la fimplicitd, k 1’ dldgan- 
ce de fes formules; k la clartd de fes mdthodes & de fes 
ddmonftrations , qu’augmente encore la multiplicitd & le choix 
de fes exemples. Ni newton , ni descartes mt?me , 
dont 1’influence a dtd ft puiflante, n’ont obtenu cette gloire; 
& jufqu’ici, feul entre tous les Geometres, M. euler l’a 
poffddde toute entiere & lans partage. 

Mais comme Profelfeur , il a formd des Eleves qui lui' 
appartiennent plus particulierement , & parmi les quels nous 
citerons fon fils aind , que 1’ Acaddmie des lciences a choifi 
pour le remplacer , fans craindre que cette fuccelfion honorable 
accordde au nom d’ euler, connue k celui de eernoulli , 
put devenir un exemple dangereux ; un fecond fils livrd au- 
jourd’hui k l’dtude de la Mddicine, mais qui dans fa jeuneflTe 
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a remportd dans cette Academie -un prix fur les altdrations 
du moyen mouvement des planetes: m. lexell, quune 
mort prematuree vient , d’ enlever aux fciences, enfiu m. fuss, 
le plus jeune de fes difciples , le compagnon de fes derniers 
travaux , qui, envoyd de basle i m. euler , par m. da- 
niel bervoulli , s’eft montrd digne par fes ouvrages du 
choix de bernoulli & des le^ons d’EULER & qui, aprds 
avoir rendu dans 1 ’ Academie de Petersbourg un hommage 
public 'a fon illuflre Maitre, vient de s’unir h fa petite-fille. 

De feize Profefleurs attachds b 1 ’ Acaddmie de Peters- 
bourg, huit avoient dtd formds par lui & tous coimus par 
leurs ouvrages & decor ds de titres acaddmiques , fe glorifioient 
de pouvoir y ajouter celui de difciples d’ euler- 

II avoit confervd toute (a focilitd , & en apparence tou- 
tes fes forces. Aucun changement uannon^oit que les fcien- 
ces fufleat menaedes des le perdre. Le fept Septembre 1783 , 
apres s’etre amufd b calculer fur une ardoife les loix du 
mouvement afcenfionel des machines Aeroflatiques , dont Ia 
ddcouverte rdeente occupoit alors toute 1 ’ Europe , il dina 
avec M. lexell & fa famille, paria de la planette d’Hcr- 
fchell, & des calculs qui en ddterminent 1’ orbite; peu de 
tems apres , il fit venir fon petit-fils , avec le quel il badi- 
noit en prenant quelques talfes de The , lorfque tout h coup 
la pipe , qu’il tenoit b la main , lui dehappa , & il cefla 
de calculer & de vivre. 
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Telle fut la fin d’un des hommes les plus grands Sc 
les plus extraordinaires que la nature ait jatnais produits, 
dout le genie fut dgalement capable des plus grands cffforts 
& du travail le plus continu , qui multiplia fes proJutlions 
au delk de ce qu’ on eut ofe attendre des forces humaines & 
qui cependant fut original dans chacune , dont la tete fut 
toujours occup^e 8c 1’ ame toujours calme , & qui , par une 
dellin^e malheureufement trop rare , reunit & mdrita de 
reunir un bonheur presque faus nuage k une gloire qui ne 
fut jamais conteflde. 

Sa mort a rcgardee comme une perte publique, 
m^rne dans le pays qu’il habitoit. L’ Academi e de Peters- 
bourg a portd folemnellement fon deuil & lui a d&ernd k 
fes frais un bufte de marbre , qui doit etre placd dans fes 
lalles d’aflemblde. Elie lui avoit deja rcndu pendant fa vie 
un honneur plus fingulicr pcut-etre. Dans un tableau all^go- 
rique, la figure de la Gdomdtrie s’apuie fur une planche 
chargee de calculs; & ce font les formules de fa nouvelle 

Theorie de la lune, que 1’Acad^mie a ordonnd d’ y infcrire. 

A i n fi un Pays qu’au commencement de ce ficcle, nous re- 
gardions encore comme barbare, apprend aux nations les plus 
dclairdes de 1’ Europe k honnorer la vie des grands hommes 

& leur mdmoire r&ente. 11 donne k ces nations un exemple 

que plufieurs d’entre clles auroient k rougir pcut-etre, de 
n’ avoir squ ni prdvenir , ni meme imiter. 


Digitizijd by Google 



PRAEFATIO 



f uid fit Calculus Differentialis , atque in genere 
Analyfts infinitorum , iis qui nulla adhuc eius co- 
gnitione fiunt imbuti , vix explicari potcfil : neque 
hic y uti in aliis difciplinis fieri fiolct , exordium tradationis 
a definitione commode fiumere licet . Non quod huius calculi 
nulla plane detur definitio • fied quoniam ad eam intclligen- 
dam eiu/nudi opus ejl notionibus , non fotum in vita communi , 
verum etiam in ipfa Analyfit finitorum minus ufitatis , quae 
demum in Calculi Dijferentialis pertradatione evolvi atque 
explicari J olent : quo fit , ut eius definitio non ante percipi 
queat , quam eius principia iam fiatis dilucide fuerint per- 
fipetla . Primum igitur hic calculus circa quantitates variabi- 
les ver fatur : etfi enim omnis quantitas fiua natura in infini- 
tum augeri iiJ* diminui potefil ; tamen dum calculus ad cer- 
tum quoddam infiitutum dirigitur , aliae quantitates confian- 
ter eandem magnitudinem retinere concipiuntur , aliae vero 
per omnes gradus audionis ac diminutionis variari : ad quam 
difiindionem notandam illae quantitates conflantes , hae vero 
variabiles vorari f olent ‘ ita ut hoc dif crimen non tam in 
rei natura , quam in quaefilionis , ad quam calculus refertur , 
indole Jit pojitum. Quoniam haec differentia inter quantitates 
confiant es O* variabiles exemplo maxime illufilrabitur , confide- 
remus iadum globi ex tormento bellico vi pulveris pyrii ex- 
plofit ; ftquidem hoc exemplum ad rem dilucidandam imprimis 
idoneum videtur . Plures igitur hic occurrunt quantitates , 
quarum ratio in ifila invefiligatione efil habenda : primo ficili- 
cet quantitas pulveris pyrii ; tum elevatio tormenti fiupra 
horixontem • tertio longitudo iadus fuper plr.no horizontali ; 
quarto tempus , quo globus explofus in acre ver fatur : ac nifit 
experimenta eodem tormento infiit nantur , in fuper eius longitudo 
cum pondere globi in computum trahi deberet . Verum hic a 
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variet ut e tormenti & globi animum removeamus , ne in quae- 
fliones nimium implicatas incidamus . Quodft ergo fervata per- 
petuo eadem pulveris pyrii quantitate , elevatio tormenti con- 
tinuo immutetur , iaflufque longitudo cum tempore tranfitus 
globi per aerem requiratur ; in bac quaeflione copia pulveris 
feu vis impulfus erit quantitas conflans , elevatio autem tor- 
menti cum longitudine i alius eiufque duratione ad quantitates 
variabiles referri debebunt • fi quidem pro omnibus elevationis 
gradibus has res definire velimus , ut inde innotefeat , quan- 
tae mutationes in longitudine ac duratione iaflus ab omnibus 
elevationis variationibus oriantur. Alia autem erit quaeflio , 
fi fervata eadem tormenti elevatione , quantitas pulveris pyrii 
continuo mutetur , & mutationes , quae inde in taflum redun- 
dant , definiri debeant: bic enim elevatio tormenti erit quan- 
titas conflans , contra vero quantitas pulveris pyrii , & longi- 
tudo ac duratio iaflus quantitates variabiles. Sic igitur patet , 
quomodo mutato quaeflionis flatu eadem quantitas modo inter 
conflantes , modo inter variabiles numerari queat : ftmul au- 
tem bine intelligitur , ad quod in boc negotio maxime efl at- 
tendendum , quomodo quantitates variabiles aliae ab aliis ira 
pendeant , ut mutata una reliquae necejfario immutationes 
recipiant. Priori fcilicet cafu , quo quantitas pulveris pyrii 
eadem manebat , mutata tormenti elevatione etiam longitudo 
(y duratio iaflus mutantur ; funtque ergo longitudo & dura- 
tio iaflus quantitates variabiles pendentes ab elevatione tor- 
menti , hacque mutata ftmul certas quafdam mutationes patien- 
tes : pofleriori vero cafu pendent a quantitate pulveris pyrii , 
cuius mutatio in illis certas mutationes producere debet . 
Quae autem quantitates boc modo ab aliis pendent , ut his 
mutatis etiam ipfae mutationes fubeant , eae harum funflio- 
nes appellari folent ; quae denominatio latiflime patet , atque 
omnes modos , quibus una quantitas per alias determinari 
porefl , in fe compleflitur . Si igitur x denotet quantitatem 
variabilem , omnes quantitates , quae utcunque ab x pendent , 
feu per eam determinantur , eius funfliones vocantur ; cuiuf- 
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modi funt quadratum eius xx, aliaeve potentiae quaccttnquc 
nec non quantitates en bis utcunque compofttae ; quin etiam 
tranfcendentes , (f? in genere quaecunque ira ab X pendent , 
ut au fla vel diminuta x ipfae mutationes recipiant . Hinc , 
iam nafcitur quae/lio , qua quaeritur , ft quantitas x data 
quantitate five augeatur ftve diminuatur , quantum inde quae- 
vis eius funfliones immutentur , feu quantum incrementum de- 
crementum ve accipiant . Caftbus quidem fimplicioribus baec 
quaeflio facile re/olvitur: ft enim quantitas x augeatur quan- 
titate o y eius quadratum xx hinc incrementum capiet 
lxca + 6*3 ; fteque incrementum ipftus x fe habebit ad incre- 
mentum ipftus xx, ut a ad 2 x 0 + oo , boc efl y ut i ad zx +<3 ; 
ftmilique modo in aliis caftbus ratio incrementi ipftus X ad 
incrementum , vel decrementum , quod quaevis eius funclio 
inde adipifeitur , conftderari folct . Efl vero invefligatio ratio- 
nis buiufmodi incrementorum ipfa non folum maximi momen- 
ti y fed ei etiam univerfa Analyfts infinitorum innititur. 
Quod quo clarius appareat , fumamus exemplum fuperius qua- 
drati xx, cuius incrementum 2X0+00, quod capit y dum 
ipfa quantitas x incremento o augetur y vidimus ad hoc ratio- 
nem tenere y ut 2 x + o i ; unde pcrfpicuum efl y quo mi- 
nus fumatur incrementum o, eo propius iflam rationem acce- 
dere ad rationem 2X ad I ; neque tamen ante prorfus in 
hanc rationem abit , quam incrementum illud o plane eva- 
nefeat . Hinc intelligimus , ft quantitatis variabilis x incre- 
mentum o in nihilum abeat , tum etiam quadrati eius xx 
incrementum inde oriundum quidem evanefeere , verumt amen 
ad id rationem tenere ut 2X ad 1 ; & quod bic de quadra- 
to efl diclum , de omnibus aliis fundionibus ipftus x efl intel- 
ligenium ; quippe quarum incrementa evanefeentia , quae 
capiuru , dum ipfa quantitas x incrementum evanefeens fumit 
ad boc ipfum certam & afjignabilem rationem tenebunt. At- 
que boc modo fumus dedudi ad definitionem calculi DifTeren- 
tialis, qui efl methodus determinandi rationem incremento- 
jum evanefeeatium , quae funfliones quaecunque accipiunt, 
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dum quantitati variabili , cuius funt fun&iones , incrementum 
evanefcens tribuitur : hacque definitione veram indolem caln-li 
diff erentiatis contineri , atque adeo exhauriri , iis , qui in hoc 
genere non funt hofpttes , facile erit perfpicuum. Calculus 
igitur differentiatis non tam in his ipfits incrementis evanj- 
J c entibus , quippe quae funt nulla , exquirendis , quam in eo- 
rum ratione ac proportione mutua ferutanda occulatur: 
cum hae rationes finitis quantitatibus exprimantur , etiam hic 
calculus circa quantitates finitas ver fari efi cenfendus. fffiam- 
vis enim praecepta , uti vulgo tradi / olent , a i ifia in remen - 
ta evanefeentia definienda videantur accommodata ; nunquam 
tamen ex iis abfolute fpeElatis , fed potius femptr ex eorum 
ratione conclufiones deducuntur . Simili vero m ‘do cal'uli inte- 
gratis ratio efi comparata , qui convenientij/ime ita definitur , 
ut dicatur ejfe methodus ex cognita ratione incrementorum 
evanefeentium ipfas illas fundliones, quarum funt incrementa, 
inveniendi, Quo autem facilius hae rationes colligi , atque in 
calculo repraejentari pojfint , haec ipfa incrementa evanefccn- 
tia , etiam fi fint nulla , tamen certis fignis denotari folent • 
quibus adhibitis nihil obflat , quo minus iis certa nomina 
imponantur. Vocantur itaque dijfercntialia , quae cum quanti- 
tate defiituamur , infinite parva quoque dicuntur; quae igitur 
fua natura ita funt interpretanda , ut omnino nulla feu nihilo 
aequalia reputentur . Ita fi quantitati x incrementum tribua- 
tur &) , ut abeat in x d- ta , eius quadratum xx abibit in 
xx -f- zxtu -f Gjtu , ideoque incrementum capit 2Xta 4- cum ; quare 
incrementum ipfius x , quod efi tu , Je habebit ad incre- 
mentum quadrati , quod efi 2XC0 + COCO , uti I ad 2X + ta ; 
quae ratio abit in x ad 2X , tum demum , cum ta evanefeit. 
Fiat igitur ta— o, & ratio fiorum incrementorum evane- 
feentium , quae fola in calculo diff erentiati /pedatur , utique 
efi ut i ad 2 X; neque vicijjim haec ratio veritati ejfet con- 
Jent anea , ni fi revera illud incrementum <a evanefeeret , peni- 
tufque nihilo fieret aequale . Quodfii ergo hoc nihilum per co 
indicatum referat incrementum quantitatis x , quia hoc fic 




- Diaitized bv Ciooglc ^ 




P RAEF AT 10. 


LIX 


balet ad incrementum quadrati xx ut i ad 2 X , erit qua- 
drati xx incrementum — 2 X<a , id coque etiam nihilo aequale; 
unde fimul conflat annihilationem horum incrementorum non 
obflare , quominus eorum ratio , quae cfl ut I ad 2X fit de- 
terminata. Quod nihilum iam hic littera a exhibetur , id in 
calculo differentiati , quia ut incrementum quantitatis x /pe- 
datur , figno dx reprae/entari , eiufque differentiate vocari fo- 
let ; pofitoque dx loco «, ipfius xx differentiate erit 2xdx. Simili 
modo oflenditur fore cubi x* differentiate — jxxdx , <27* in ge- 
nere cuiufque dignitatis X“ differentiate fore =nx n -'dx. Quae- 
cunque autem aliae functiones ipftus x proponantur , in calculo 
differentiati regulae traduntur eorum dijferentialia inveniendi .* 
verum perpetuo tenendum cfl , cum haec dijferentialia abfo- 
lute fmt nihila , ex iis nihil aliud concludi , ni fi eorum ratio- 
nes mutuas , quae utique ad quantitates finitas reducuntur . 
Cum autem hoc modo , qui folus cfl rationi confentaneus , 
principia Calculi differentiatis flabiliuntur , omnes obtreftatio- 
nes j quae contra hunc calculum proferri funt folitae , f ponte 
corruunt ; quae tamen fummam vim retinerent , fi differentia- 
lia feu infinite parva non plane annihilarentur , Pluribus au- 
tem , qui Calculi differentiatis praecepta tradidere , vifum 
efl dijferentialia a nihilo abfoluto fecernere , peculiarcmque 
ordinem quantitatum infinite parvarum , quae non penitus 
evanefeant , fed quantitatem quandam , quae quidem . effet 
omni affignabHi mittor , retineant , conflit uer e : his igitur iure 
efl obiedum , rigorem geometricum negligi , & conclufiones 
inde deduftas , propterea quod huiufimodi infinite parva ne- 
gligercitur , merito effe fufpeftas: quantumvis enim exigua 
haec infinitae parva concipiantur , tamen non folum fingulis , 
fed etiam pluribus atque adeo innumerabilibus fimul reliden- 
dis , errorem tandem inde enormem refultare poffe . Quam 
obieflionem perperam eiufmodi exemplis , quibus per calculum 
diffcrentialem eaedem conclufiones ac per Geometriam demen- 
tarem eliciuntur , infringere conantur .• nam fi ea infinite par- 
va , quae in calculo negliguntur , non funt nihil , inde necef- 
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fario error , ifque eo maior , quo magis ea coacervantur , re- 
fuit are debet ; hocque fi minus eveniat , id potius vitio cal- 
culi , quo nonnunquam errores per alios errores compen fantur , 
ejfet tribuendum , quam ipfe calculus ab erroris fufpicione 
liberaretur . Quodft autem nullo novo errm-e huiufmodi com- 
penfatio fiat , talibus exemplis luculenter id ipfum , quod vo- 
lo y evincitur , ea quae fuerint neglcda , omnino & abfolute 
pro nihilo ejfe habenda; neque infinite parva y quae in calcu- 
lo differentiati tradantur , a nibilo abfoluto difcrcpare . Minime 
etiam negotium conficitur , quando a nonnullis infinite parva 
ita defcribuntur y ut infiar pulvifculorum refpedu vafii montis 
vel etiam totius globi terrefiris [pedari debeant : et fi enim 
qui magnitudinem totius globi terrefiris calculo determinare 
fufceperit y ei error non unius fed plurium millium pulvifculo- 
rum facile condonari foleat ; tamen rigor geometricus etiam a 
tantillo errore abborret , nimifque gravis ejfet haec obiedio , 
fi ullam vim retineret . Deinde etiam difficile didu ejl , 
quid lucri inde fperent , qui infinite parva a nibilo difiingui 
volunt : metuunt autem y ne , fi plane evancfcant , etiam com- 
paratio eorum , ad quam totum negotium perduci fentiunt , 
tollatur: quomodo enim abfolute nibila inter fe comparari que- 
ant , nullo modo concipi poffe profitentur . Neceffe ergo putant 
lis aliquam magnitudinem relinquere , quo habeant aliquid , 
in quo comparationem injlituant : hanc tamen magnitudinem 
tam parvam admittere coguntur , ut quafi ejfet nulla , [pedari 
ac fine errore in calculo negligi pojfit . Neque tamen certam 
ac definitam ipfi magnitudinem , licet incomprebenfibiliter par- 
vam y affi gnare audent ; f em per enim fi eam bis terve mino - 
rem aJJ umerent , eodem modo comparationes fe effent habitu- 
rae. Ex quo perfpicuum efl , nihil platie ipfam magnitudinem 
ad comparationem infiiruendam conferre , baneque adeo non 
tolli y etiamfi illa magnitudo penitus evanefeat . Ex didis 
autem fupra manifefium efl y eam comparationem y quae in 
calculo differentiati f pedatur , ne locum quidem habere y nifi 
illa incrementa prorfus evanefeant : incrementum enim quan- 

tita- 
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titatis X , quod in genere indicavimus per a , ad incremen- 
tum quadrati XX, quod ejl 2XCU + 0J0) , rationem habet ut i ad 
2X+G); quae femper differt a ratione I ad 2X, nift ftt Gj=o ; 
at fi flatuamus ejje < 2 = 0 , tum demum vere affirmare poffu- 
mus ; hanc rationem fieri exalte ut I ad 2X . Inter im tamen 
pcrfpicitur , quo minus illud incrementum <a accipiatur , eo 
propius ad hanc rationem accedi ; unde non folum licet , fed 
etiam naturae rei convenit , haec incrementa primum ut fini- 
ta confider are , atque etiam in figuris , fi quibus opus efl ad 
rem illujlrandam , finite repraefentare ; deinde vero haee in- 
crementa cogitatione continuo minora fieri concipiamur , ficque 
eorum ratio continuo magis ad certum quendam limitem ap- 
propinquare reperietur , quem autem tum demum attingant , 
cum plane in nihilum abierint . Hic autem limes , qui quafi 
rationem ultimam incrementorum illorum confiituit , verum efl 
obieclum Calculi differentiatis ; cuius igitur prima fundamenta 
is iecijfe exi/limandus efl , cui primum in mentem venit , has 
rationes ultimas , ad quas quantitatum variabilium incrementa 
dum continuo magis diminuuntur , appropinquant , (3 1 cum e va- 
ne fcunt , tum demum attingunt , contemplari . Huius autem 
fpeculationis vefligia deprehendimus apud amiquiffimos AuElo- 
r es , quibus idcirco idea quaedam levtfque cognitio Analjfis 
infinitorum abiudicari nequit . Paullatim deinde haec fidentia 
maiora accepit incrementa , neque fubito ad id fajligium , in 
quo nunc cernitur , efl evecta • etiamfi quidem in ea multo 
plura adhuc fint occulta , quam in lucem protrahi a. Cum enim 
Calculus differentiatis ad omnis generis f unitiones , utcunque 
fint compofitae , extendatur , non repente methodus innotuit , 
omnium plane funilionum incrementa evanefeentia inter fe 
comparandi ; fed fenfim haec inventio ad funiiiones continuo 
magis complicatas proc effit . Quod fcilicet ad funfl tones ratio- 
nales attinet , ratio ultima , quam earum incrementa evane- 
fcentia inter fe tenent , multo ante NEUTONI ac LEIBNIZII 
tempora affi gnari potuit ; ita ut Calculus dijferentialis , quate- 
nus ad folas f unii tones rationales applicatur , diu ante haec tem- 
pora 
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pora inventus fit cenfendus . Tum vero nullum cjl dubium, 
quin NEUTONO eam calculi differentiatis partem, quae circa 
fundimes irrationales verfatur , acceptam referre debeamus ; 
ad quam infigni fuo Theoremate de evolutione generali pote - 
flatum binomii feliciter efl dedutlus, quo eximio invento limi- 
tes calculi differentiatis iam mirifice erant amplificati . LEIB- 
NIZIO autem non minus fumus obflriEli, quod hunc calculum , an- 
tehac tantum velut flngulare artificium fpeclatum , in formam 
difciplinae redegerit , eiufque praecepta tanquam in fy flem a 
collegerit , ac dilucide explicaverit . Hinc enim maxima fubjt- 
dia fuggerebantur , ad hunc calculum ulterius excolendum , & 
ea , quae adhuc defiderabantur , ex certis principiis elicienda . 
Mox igitur fludio cum ipfius LEIBVIZir, tum BERVOUtLLIO- 
RUM ad hoc ab eo incitatorum , fines Calculi differentiatis 
etiam ad funhliones tranfeendentes , quae pars adhuc fuerat 
inculta , funt promoti , tum vero etiam folidiffima fundamen- 
ta Calculi integratis conflit ut'a ; quibus infflentes , qui dein- 
ceps in hoc genere elaborarunt , continuo maiora incrementa 
addiderunt . NEUTONUS vero etiam ampl jftma dederat fpeci- 
mina Calculi integratis , cuius prima inventio , cum a 
prima origine calculi differentiatis vix feparari queat , 
non ita abfolutc conflitui potefl ; & quoniam maxima 

eius pars adbuc excolenda reflat , hic calculus ne nunc 
quidem pro abfolute invento haberi potefl ; J'ed potius quan- 
tum cuique pro viribus ad eius perf eflionem conferre con- 
tigerit , id grata mente agnofeere debemus. Atque haec de 
gloria inventionis huius calculi tenenda effe iudico , de qua 
quidem antehac tantopere efl difeeptatum . Quod aurem ad 
varia nomina , quae ifli calculo a diverfarum nationum Ma- 
thematicis imponi folent , attirret , ea omnia huc redeunt , ut 
cum data hic definitione egregie confentiant : ftve enim in- 
crementa illa evanefeentia , quorum ratio confideratur , diffe- 
rentialia vocentur , ftve fluxiones , ea femper nihilo aequalia 
funt intelligenda ; in quo vera notio infinite parvorum confli- 
rui debet . Hinc vero etiam omnia , quae de differcntialibus 
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fecundi (3' ahiorum ordinum curiofe magis quam utiliter 
furit di f putat a , reddentur planijjtma , cum omnia per fe ae- 
que evanefeant neque ea unquam per fe , fed potius eorum 
relatio mutua f pedi ari foleat . Cum enim ratio , quam dua- 
rum f unitionum incrementa evanefeentia tenent , iterum per 
functionem quondam exprimatur , fi C? huius fun&ionis incre- 
mentum evanefeens cum aliis conferatur , res ad dijferentialia 
fecunda referri eft eenfenda ; Jicque porro progrejjio ad dijfe- 
rentialia ahiorum graduum inrelligi debet , ita ut fcrnpcr 
quantitates finitae revera animo obverfentur , fignaque dijje- 
rentialium tantum ad eas commode repraefentandas adhibean- 
tur . Primo quidem intuitu ifia Analyfis infinitorum deferiptio 
plerifque levis ac nimis fl erilis videtur , etft fpecies illa ar- 
cana infinite parvorum re haud plus polliceatur : verum fi 
rationes , quae inter incrementa evanefeentia funhionum qua- 
rumvis intercedunt , probe cognof camus , haec cognitio faepe- 
numero per fe maximi ejl momenti ; tum vero in plerifque 
iifque maxime arduis invefligationibus ita efl nccejjaria , ut 
fine eius adminiculo nihil plane intelligi p n Jfit . Pe luti fit 
quaefiio fit de motu globi ex tormento exp/oji , fimulque ratio 
refifientiac aeris haberi debeat , quomodo motus per fpatium 
finitum fit futurus , nullo modo fiatim definire licet , dum 
tam diceclio femitae , in qua globus incedit , quam ipfius ce- 
leritas , a qua refiftcntia pendet , quovis momento immutatur. 
Quo minus autem fpatium , per quod motus fiat , confidere- 
mus , eo minor erit illa variabilitas , coque facilius ad cogni- 
tionem veri pertingere licebit • quodft aurem illud fpatium 
plane evanefeens reddamus , quia iam omnis inaequalitas tam 
in dtreHione viae quam in celeritate tollitur , ejjeBum refi - 
Jicntiae per regulas motus accurate definire , motufque muta- 
tionem punito temporis produltam ajjignare licebit . Cognitis 
autem bis mutationibus momentaneis , fcu potius cum ipfae 
fint nullae , earum relatione mutua , ii.m plurimum fumus 
lucrati ; atque calculi integratis opus ejl, exinde motum per 
fpatium finitum variatum ’ concludere . Minime auem necejfe 
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<# arbitror xfum Calculi differentialis atque Analyfeos infi- 
nitorum in genere pluribus oflcndere ; cum nunc quidem fatis 
fit exploratum , fi vel levijftmam invefigationem , in quam 
motus corporum tam folidorum quam fluidorum ingrediatur , 
accuratius infitucre velimus , id non fiolum non fine Analyfi 
infinitorum praefari pojfc , fed banc ipfiam f dentiam faepv 
nondum Jutis excultam effe , ut rem penitus explicare valea- 
mus . Per omnes fcilicet Matbefeos partes ufus huius Analy - 
feos fublimioris ufique adeo diffunditur y ut omnia , quae fine 
eius interventu adhuc expedire licuit , pro nihilo prope modum 
fint habenda . 

Confit ut igitur in hoc libro univerfum Calculum diffe- 
rentialem ex veris principiis derivare , atque ita copiofie per- 
tradare , ut nihil praetermitterem eorum , quae quidem ad- 
huc eo pertinentia fiunt inventa. In duas oDus dtviji partes , 
in quarum priori iadis calculi differentiatis fundamentis me- 
thodum expofui omnis generis fundiones differentiandi , neque 
tantum different i alia primi ordinis , fed etiam fuperiorum 
ordinum inveniendi ; five fundiones unicam variabilem Jive 
duas plurefve involvant . In altera autem parte ampliffunum 
huius calculi ufum in ipfa Analyfi finitorum ac dodrina fe- 
rierum expofui ; ubi etiam imprimis Theoriam maximorum ac 
minimorum dilucide explicavi . De ufu autem huius calculi in 
Geometria linearum curvarum nihil adhuc affero , quod eo 
minus defiderabitur , cum in aliis operibus haec pars ita ca- 
pio f e fit pertradatn , ut adeo prima calculi differentialis prin- 
cipia quaft ex Geometria fint petita , ad baneque feientiam , 
cum vix fatis effient evoluta , fumma cura applicata . Hic - 
autem omnia ita intra Analyfeos purae limites continentur y 
ut ns ulla quidem figura opus fuerit , ad omnia huius calculi 
praecepta explicanda . 
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CAPUT I. 

DE DIFFERENTIIS FI.' 

.. . . 

E? J '^■E ' X iis, quae in Libro fuperiori de quan- 
titatibus variabilibus atque fimftionibus r 
funt expofita, perfpicuum cft, prout quantitas variabilis a£tu 
variatur , ita omnes eius funftiones variationem pati . Sic , fi 
quantitas variabilis x capiat incrementum o , ita ut pro x 
fcribatur x 4. <a , omnes funftiones ipfius x , cuiufmodi funt 
a -L. x .... . . 

xx ; x 1 ; ; , alios induent valores : lcilicet xx abibit 

• * xx -f. aa 7 

in xx -f. 2x» -f- oxa ; x> abibit in x 1 -f- jxxo) -f- jxoxa -p o) 5 ■ 
a + * r • ° 4- x + o) 


& 


aa -f- xx 


tranfmutabitur in 


aa 4. xx + 2X0) -f- 0)0) 
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Huiufmodi ergo alreratio femper orietur , nifi funflio fpe- 
ciem tantum quantitatis variabilis mentiatur , revera autem 
fit quantitas conflans , veluti x° : quo cafu talis funflio in- 
variata manet, utcunque quantitas x immutetur. 

2. Quae cum fuit fatis expofita , propius accedamus ad 
eas funflionum affefliones , quibus univem analyfis infinito- 
rum innititur . Sit igitur y funflio quaecunque quantitatis 
variabilis x : pro qua fucceffive valores in arithmetica pro- 
greflione procedentes fubflituantur, fcilicet: x; x + g> • x + 2 <0; 
X-I-3C0; x -f- 4 co j & c. ac denotet y l valorem quem funflio 
y induit , fi in ea loco x fubllituatur x+w ; fimili modo 
fit y 11 is ipfius y valor , fi loco * feribatur x-J- 2 a; parique 
ratione denotent y ,lt ; y lv ; y v ; &c. valores ipfius/, qui 
emergunt dum loco x ponuntur x-f- 3 w » *+ 4 M ; * + 5<a; &c. 
ita ut ifli diverfi valores ipfarum x 8 c y fequenti modo fibx 
refpondeant : 

»;x + o;*-f 20 ;* 4. 3« ; x 4- 40 ) ; » 4. 50) ; &C. 

y;y' ;y tl ; y " 1 ; y' v ;y v ; &c - 

3. Quemadmodum feries arithmetica x ; x -(- w • x -f 20) j 
&c. in infinitum continuari potefl ; ita feries ex funflione / 
orta y y 1 ; y" &c- quoque in infinitum progredietur, 
eiusque natura pendebit ab indole funftionis y. Sic , fi fuerit 
yzzx; vel y — ax + b; feries y ; y 1 ; y " ; & c. quoque erit 

a t t , 

arithmetica : fi fuerit y =: , feries prodibit harmoni- 

ca : fi autem fit / = a* , habebitur feries geometrica . Ne- 
que ulla excogitari potefl feries , quae non hoc modo ex 
certa funflione ipfius x oriri queat ; vocari autem folet hu- 
iufmodi funflio ipfius x , ratione feriei , quae ex illa oritur , 
eius TERMINUS GENERALIS ; quare cum omnis feries 
certa lege formata habeat terminum generalem , ea viciffim 
ex certa ipfius x funflione oritur , uii ia doflrina de ferie- 
bus fufius explicari folet. 

4- 
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4. Hic autem potiflimum ad differentias, quibus termi- 
ni feriei y , /' > y 11 , y ttl , &c. inter fe di (crepant , at- 
tendimus; quas ut ad differentialium naturam accomodemus, 
iequentibus /ignis indicemus , ut fu 

y 1 — y—Ay y yit — yi — Ayi ; ^"1 — y” — A y‘* ; &c. 
Exprimet ergo A y incrementum , quod funftio y capit , fi 
in ea loco x ponatur #+<a , denotante a numerum quem- 
cunque pro lubitu affumtuin . In doflrina quidem ferierum 
fumi folet uri ; verum hic ad noflrum inflitutum expe- 
dit, valore generali uti , qui pro arbitrio augeri diminuive 
queat. Vocari quoque folet hoc incrementum A y funftionis 
y eius DIFFERENTIA , qua fequens valor /‘ primum y 
fuperat , atque perpetuo unquam incrementum confideratur ; 
etiamfi faepius re vera decrementum exhibeat , id quod ex 
eius valore negativo agnofcitur. 

5. Quoniam y ' 1 oritur ex y , fi loco * fcribatur 

* 4- 20) ; manifeftum eft eandem quantitatem effe orituram 
fi primum pro x ponatur * -f- ca , tumque denuo * + ta loco 
« ftatuatur . Hinc y 11 orietur ex y' , fi in hoc loco 

* fcribatur x-f-a ; eritque ideo A yi incrementum ipfius y 1 

quod capit pofito * 00 loco x; ficque A/» vocatur fi- 

mili modo Differentia ipfius y « . Pari ratione porro erit 
A>" differentia ipfius y lt , feu eius incrementum , quod 
accipit, fi loco * ponatur x+co; atque AyU' erit differen- 
tia, feu incrementum ipfius y 111 , & ita porro. Hoc pa£to 
ex ferie valorum ipfius/, qui Hinc /; /' ; /■; &c. 

obtinebitur feries differentiarum Ay • Ay' ; A y 1 } • & c. quae 
inveniuntur , fi quilibet terminus illius feriei a fequente fub- 
trahatur . 

6 . Inventa ferie differentiarum , fi ex ea denuo differen- 
tiae capiantur , quamlibet a fequente fubtrahendo , orientur 
differentiae differentiarum, quae vocamur Differentiae fecun- 
dae ; hocque modo per charaflercs conveniemiffime repraefen- 
tantur , ut fignificet : 
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A A y — A^(l — A y 
A A yi — Ayii — - A y\ 

A Ay" — Ay"i — Ayii 

AAji 1,i = A^iv __ A y 1 " 

Scc. 

Vocatur itaque A Ay differentia fecunda ipfius y ; A Ayi dif- 
ferentia fecunda ipfius y' , & ita porro . Simili autem modo 
ex differentiis fecundis , fi denuo earum differentiae ca- 
piantur , prodibunt differentiae tertiae hoc modo feribendae 
A 5 y; A 3 y' ; &c. hineque porro differentiae quartae A*y ; 
A * y' ; & c. ficque ultra quoufque libuerit. 

7. Repraefentemus fingulas has differentiarum feries ita 
in fchemate , quo earum nexus facilius in oculos incidat : 

PROGRESSIO ARITHMETICA . 

«; x-f-a; x-f-za; *-f 3«; « + 4“; *+5“; &c. 

VALORES FUNCTIONIS . 

y;y' ;y n i y " 1 ;y tv ; y r ; &c. 

DIFFERENTIAE PRIMAE . 


• 

Ay; Ay' ; Ay" ; Ay'" ; Ay" ; &*. 

DIFF. II. 

AA y ; AAy' ; AAy" ; 'AA y'" ; &c. 

DIFF. III. 

A ly ; A »y» ; A'y" J &c. 

DIFF. IV. 

A*y ; A«y« ; & c. 

DIFF. V. 

A 'y ; & c. 


&c. 


quarum quaelibet ex praecedente oritur , quofque 'terminos a 
Ruentibus fubtrahenao . Quacunque ergo funflione ipfius * 
loco y fubftituta , quoniam valores y' , y 11 , y tu , &c. per 

no- 
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nota? compofitiones facile formantur , ex iis line labore lin- 
gulae differentiarum feries invenientur . 

8. Ponamus efle y = x ; eritque y l — x 1 = x q- <a ; 
yi* — x 11 = x -f- 2 &j: 8 c ita porro. Unde differentiis fumen- 
dis erit Ax = <u; Ax'. z=»j Ax" = gj; &c. ideoque omnes 
differentiae primae ipfius x erunt conflantes , ac proinde diffe- 
rentiae fecundae omnes evanefcent ; pariterque differentiae ter- 
tiae, & fequentium ordinum omnes. Cum igitur fit A* neo, 
ob analogiam loco litterae <a ille chara fler Ax commode ad- 
hibebitur. Quantitatis ergo variabilis x, cuius valores fuccef- 
fivi x, x 1 , *«i, x"', &c. arithmeticam progreffionem con- 
llituere affumuutur, differentiae Ax, Ax 1 , Ax 11 , &c. erunt 
conflantes atque inter fe aequales ; ac propterea erit AAx = o, 
A 3 *r=o , A 4 — o, ficque porro 

7. Pro valoribus ipfius x, qui ipfi fuccelfive tribuun- 
tur , progreffionem arithmeticam hic aflumfimus , ita ut ho- 
rum valorum differentiae primae fint conflantes, fecundae ac 
reliquae omnes evanefeant . Quod etfi ab arbitrio noflro pen- 
det , cum aliam quamcunque progreffionem , aeque adhibere 
potuiffemus; tamen progreffio arithmetica prae reliquis omni- 
bus commodiffime ulurpari folet , cum quod fit fimpliciffima 
atque intelleflu facillima , tum vero maxime , quod ad om- 
nes omnino valores, quos quidem x induere potefl, pateat. 
Tribuendo enim ipfi cu valores tam negativos quam affirmati- 
vos, in hac ferie valorum ipfius x omnes omnino continen- 
tur quantitates reales, quae in locum ipfius x fubflitui pof- 
funt : contra autem fi feriem geometricam elegiffemus , ad 
valores negativos nullus aditus patuiflet. Hanc ob caufam va- 
riabilitas funftionum y ex valoribus ipfius * progreffionem 
arithmeticam conflituentibus aptiffime diiudicatur . 

xo. Uti efl Ay — y' — y , ita differentiae ulteriores 
quoque ex terminis primae feriet / , /* > /" , / ,u > & c - de- 
finiri poffunt. 
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Cum enim fit Ay' —y u — y' 
erit 

A Ay ' = y' 1 — 2 y l 4 " y 
Sc 

AA y' =_y'" — 2 y'1-j-y 
idcoque 

A* y = A Ayi — A A y — y"i — 3 yii 4-3 y' — y 
fimili modo erit 

A 4 y—y lv — 4_y«*> -\- 6 y lt — 4^1 4 ~y 
& 

A' y~y v — 5 y IV 4 " ioy'" — ioy 11 4 " 5 y 1 — y 

quarum formularum coelficientes numerici eandem legem te- 
nent , quae in patellaribus Binomii oblervatur . Quemadmo- 
dum ergo differentia prima ex duobus terminis feriei y \ y 1 ; 
y " ; y 1 " ; &c. determinatur, ita differentia fecunda determi- 
natur ex tribus , tertia ex quatuor , & ita de ceteris . Cogni- 
tis autem differentiis cuiufque ordinis ipfius y , fimili modo 
differentiae omnium ordinum ipfius y 1 ; y«' ; Scc. definientur. 

1 1. Propoli ta ergo quacunque Furnii io ne y lingulae eius 
differentiae , tam prima , quam fequentes , quae quidem diffe- 
rentiae u , qua valores ipfius x progrediuntur, relpondent, 
poterunt inveniri. Neque vero ad hoc opus eft , ut feries va- 
jorum ipfius y ulterius continuetur; quemadmodum enim dif- 
ferentia prima Ay reperitur, fi in y loco * fcribatur x -f- <u , 
atque a valore orto y' ipla funflio y fubtraliatur ; ita 
differentia fecunda AAy obtinebitur fi in differentia prima 
A y loco x ponatur *+m, ut oriatur Ay' , atque Ay a 
Ayt fubtrahatur. Simili modo fi differentiae fecundae A Ay ca- 
piatur differentia, eam fubtrahendo a valore, quem induit, 
fi loco x ponatur x + <n , proveniet differentia tertia A' y ; 
hincque porro eodem modo differentia quarta A*y , &c. 
Dummodo ergo quis noverit differentiam primam cuiufque fun- 
dliouis inveltigare , fimul poterit differentiam fecundam, ter- 
tiam. 
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tiam , omnelque fequcntes invenire , proptcrea quod differen- 
tia fecunda ipfius y nil aliud eft , nifi differentia prima i piius 
A y- & differentia tertia ipfius y nil aliud, nili differentia 
prima ipiius A Aj; ficque porro de reliquis. 

12. Si funclio y fuerit ex duabus pluribufve partibus 
compolita , ur fit y — />+7+» + &c. ; tum quia eft 
y' — p 1 -h q‘ + r« + &c. , erit differentia A y — A p 
-}- A q 4 * A r +• &c. , fimilique modo porro AA_y — AA p 
-j- AA q + AA »• -f- &c. , unde inventio differentiarum , fi 
funftio propofita ex partibus fuerit compotita , non parum 
facilior redditur. Quod fi vero funflio y fuerit produflum ex 
duabus funftionibus p Sc q , nempe y — pq , quia erit y 1 = 
pi qi , & pi — p-^-Ap, atque a' = q + A q , fiet p' q 1 — 
pq -f- pAq 4 -qAp-\-ApAq, hincquo Ay—pAq 
+ qA p -j- A p A q . Unde , fi fit p quantitas conftans =; a , 
ob A<?=:o;erit fun&ionis y =; <r <7, differentia prima Ay — 
a A q, fimilique modo differentia fecunda AA y — a AA q , 
tertia A'q = aA‘ i q, & ita porro. 

13. Quoniam omnis fun£tio rationalis integra eft ag- 
gregatum ex aliquot poteftatibus ipfius x ; omnes differentias 
funftionum rationalium integrarum invenire poterimus , fi 
differentias poteftatum tantum exhibere noverimus. Hancobrem 
fingularutn poteftatum quantitatis variabilis x differentias in- 
veftigemus in fequentibus exemplis. 

Cum autem fit x° = r , erit A x° = o ; proptcrea quod 
x° non variatur , etiamfi x abeat in x -f- w . 

Tum vero vidimus elfe Ax — w, & A A x = o , fi* 
mulque differentiae fequentium ordinum evanefcunt. Quae cum 
fint manifefta a Poteftate fecunda incipiamus : 

EXEMPLUM 1 . 

Invenire differentias omnium ordinum pote/latis x 2 . 

Cum hic fit^ = x* , erit y 1 — (x -|- o) 2 , ideoque 
A y = 2 w ,v -j- u co-; quae eft differentia prima. Iam ob o 

B quan- 


I 


IO 
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luantitatem conflantem , erit AAyssiau, & A^y = o; 
c= o ; &c. 

EXEMPLUM II. 


Invenire differentias omnium ordinum potejlatis x 3 . 
Ponatur = * 3 ; & , cum fit (* + w)* , 
erit 

A^ := 3 co x x -f- 3 oo* x — oa'* 
quae eft differentia prima . Deinde ob 

A. x x = e ca x -f- co u) 

erit I 

A. 30 J**=d<»C0* + 3 GJ 1 
& 

A. 3<a : x=3ta 5 ; •& A. co’=o: 
quibus colle&is erit 

A Ay — 6 a'x -f- 6 <a 3 : atque A 3 ^:=d<a 3 : 

Differentiae vero fequentes evanefcent. 

EXEMPLUM III. 

Invenire differentias omnium ordinum patefiatis x 4 . 
Pofito^ss* 4 ; ob ^ I =(*4-Co) 4 
erit 

A y = 4 <a *J 4 '6 go : x' + 4 <u 3 * + « 4 ; 
quae eft differentia prima. Tum ex praecedentibus eft: 

A . 4 co x'> — 1 2 co* k' + 1 2 <o 3 * + 4 u* 

A . 6 co' x’ = . . . 1 2 co 3 x + d <u 4 

A. 40) 3 * +401' 

A . co' =3 ....... o 

His colligendis erit differentia fecunda : 

A Ay =12 co' x 1 + 24 co» x + 14 co 4 : 

Quia deinde porro eft : 

A. 1 2 <a’ ** = 24 <a‘ * 4 - 1 2 w 4 
A. 24 w 3 * = . • • 24 co 4 

A. 14 w 4 . o 

pro- 
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prodibit differentia tertia : 

A 5 ^= 24 »‘* + 3<Js> 4 ' i . i 

atque tandem differentia quarta : 

. A«^ = 24<a* 

quae cum Gt. conflans, differentiae fequentium ordinum eva? 
nefcent . . 

E X E M P L.U M IV. l v 


Invenire differentias cuiu/vis ordinis patefiatis x n . 

Ponatur y=x' ; & , cum fit y 1 = ( " + o> )'J 

y" = (*f ico)' ; y >“=(* + 30)? ; Sc c. Poteflates 

evolutae dabunt: . . s . : 

y == *' * — ■ . 

. ir , n(n — l) »(*' — OC” - 

y ‘ = *"H om*“ * + — <n’** M 

J I 1.3 1 . 3.3 

0)5 le "— 1 + &C. 

n n(n — i) . n{«— i)(» ^ 

y " =x’H ICO**-' -f — 4&P x*~» i : — 

y It 1.3 1 - 2.3 

8ca»x"-» + &c. 

. n . n(n — 1) *(» — l)(* *) 

y'" = x“ 4 3<ax" _, + M 

7 1 1 1.2 1.2.3 

27<a 3 »»~J + &c. 

■ a 1) nf» — i¥« — 2) 

. c= *" -f- — 40»^— 1 -V — 1 6to'x 1 +— — — 

7 i. 1.2 1.2.3 

64 <a’x*~J +&C. 

•'Hinc, differentiis fumendis, prodibit: t 1 , • 

. n • l , n(n— i) 

Ay = — <a x" — 1 -) — — oa'x* — » + — 

i 1.2 1.2.3 

0 j 5 x , '-»+-&C. 

» » .»(»—*) . . ,.irC» — 

Ay'= — -f — - 3U , x»-»+ — 

I 1.2 [ I • 3 .. 3 

B 2 701* * J + &c. 
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A i 


n n(n — l) ■ n(n— l) (n — 2) 

Ay" 5 GO* — 

J i 1.2 r . >' . 3 

ip * -f- Scc. 

n n(n — 1) n {n — l)(» — 2) 

A y 1 I»=±= -^-CDK*— * H - 7 a , M +-*4 i 

» « w *% r f% 4 


1 . 2 


I.2.3 
37 G) J #*•“! + &C. 


fumantur denuo differentias , atque obtinebitur: 

>• . fs (Vr — 1) (n — >2) 

AA 7 =»(«— i)<n' *•"“»+ — — 6<a'.*"~t + 


I . 2-. 3 

. i • 'n(n~ i)fw— 2)f»— 3) ,'~ V -■ . •. 

1 14 &) 4 ** « + f<C. 

1 . 2 . 3 . 4 

... . , n{n — 1) ( n — 2) 

AAy'=:»(»— — 12 <u 3*«-j-f- ' 

I ■ 2 * - J 

n(n — l)(n—2)(n — 3) » , „ 

— J 506) 4 X"-4 + &C. 

~ . < 1 3 • 4 

AAy"—n(n — l)» *'*►**• + — — iEoj U~ 1 + 

7 1.2.3 

— . , » (n — l)(» — i)(” — 3) 

Ai - iioco 4 *’-4+&c. 

I . 2 . 3 . 4 ' - - • 

Ex bis per fubtraflionem ulterius eruitur 

A J y =-„(» - 3 x "“i + — —^ 2 — — 3 <?m 4 x»-4 + 

1 . 2 . 3 . 4 

. x -&C. 

. . «f*»iYiwY»-0 ... , 

A'y l — «(»- l)(»- 2 ) “ 5 + 60 »4<r"-4+ 

1 . 2 . 3 . 4 

* - • * ' . : 1 

atque porro 

'A+jr ±r n (i r- *- r) (n — 2 ) (n — 3 ) M 4 * 4 + &C. 

• 14 . Quo lex, fecundum quam illae differentiae poteflati* 
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x' progrediuntur , facilius perfpiciatur, ponamus primo brevi- 
tatis ergo: 


A = 


B = 


C = 


D = 


E = 


n(n— i) 

I . « 

n{n—l)(n — l) 

I.2.3 

» (»— 0 (» — 2) (n—3) 

1 . 2 . 3 . 4 

n (n — i) (a — 2) (»—3) (» — 4) 

I .2 .3 . 4-5 
&c. 


Deinde fequens formetur Tabula, quae pro fingulis differen- 
tiis inferviet. 


A \ 
A 1 , 
A?y 
A*y 
A'y 

A‘> 

A ly 


i;o;°;o;o; o; o 
o; 1 ; 1 ; 1 ; 1 ; 1 ; 1 
o; o; 2 ; 6 ; 14; 30 ; 6 2 
o; o; o; 6; 36; 150; 540 
o; o; o; 0524; 240; i5<<o 
o; oj o; o; o ; 120; i8co 
o 


o 

s 

12 6 
180 6 
8400 
i< 58 co 
15120 
5 C 4 ° 


0 ;&c. 

1 j ScCa 

254 ; & c- 

5 79 6 ; &c - 
40824 ; &c. 
1 2dcco ;&c. 
13:1520 ; &c. 
141120 ;&c. 


; 720 
o ; o 

in qua Tabula numerus cuiufvis feriei invenitur , fi eiufdem 
fcriei praecedens ad numerum fupra pofirum addatur , atque 
fumma per indicem charafleri A infixum multiplicetur. Sic , 
in ferie differentiae A*y refpondente, terminus id8co inve- 
nitur, fi praecedens 1800 ad fupra feriptum 1560 addatur, 
atque fumma 3360 per 5 multiplicetur. 

25. Tabula ergo hac conflituta, fingulae differentiae 
Poteftatis «*==> fequenti modo fe habebunt: 

-o 
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A/ — A «#»-« -f 4 C a)***-» 4 D a 4 * »—4 4 

a &c ' 

A — * 2 Bm' 1 -f- 6 Ca ! *"~l 14 Du> 4 *■“ 4 4 - 

& c. 

A 5 / = d C(D«*«-j 4 - 3 «Da'»*-( 4- 156 E cj 5*-- s 4- 

&c. 

A-*^ = 24Da) 4 *»- 4 4-24oE&H»»’-«4-i55oF£a‘*'- s 4- 

&c. 

Generati m autem poteftatis *" differentia ordinis w y (c* 
A"^, fequeuti modo exprimetur. 

Sit 

j n(n - — I ) ( » — 2). . . .(« — mf i) 

, I.2.3.. .. . m * 

K = j . ’ . 

m 4 1 * 

. n — ■ m — 1 

L = t K; 

»> 4-2 

„ , n — m — 2 

M = L; 


m + 3 


Deinde vero fit: 


w . . 

a — m " ( m - i )" 4 


Scc 

m(m — 1 } 


m ( m ~ i )( rn - 2) 


( w _ 2 )-.. 

1.2 1 . 2.3 

{m — 3 )" 4 &c. 

6 = m m ■+« — i ■+*- -A A L 

1 1.2 1 . 2.3 

, (m — 3)“ -*~‘ 4 -&c. 

m , . ,m(m- 1). . , m(m-x)(m-z) 

J = w” ■+* fw-iY" -+ 4 — i -(>»- 2 ) » -+' ^ A ^ 

I 1.2 I. 2.'3 

(m — 3 )»-I-* 4 &c. 

S uibus valoribus inventis erit 

i m y=a I<a-»’-" 4 6 K 00" +' ' |^L«” +' *■-"”* &c. 

CU' 
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cuius exprcffionis ratio ex modo , quo ftngulae differentiae ex 
valoribus y , y' , y" , y" , & c. eliciuntur , fponte fequitur . 

16. Ex his perfpicuum eft , fi efponens n fuerit nume- 
rus integer affirmativus , tandem ad differentias perveniri con- 
flantes , hisque ulteriores omnes efle =0. Sic erit 

A. x — <a 
A*. X ' — 2«‘ 

A?, x* ~ 6 eo» 

A-*. x* = 24co 4 

8c tandem 

A”. x n =: 1. 2. 3. . . . «. &)*' 

Omnis ergo functio rationalis integra tandem ad differentias 
conflantes deducetur . Scilicet , funftio ipfius x primi gradus , 
a * + b differentiam primam iam habet conflantem — a gj . 
Fun£iio fecundi gradus a xx + bx -f- c differentiam fecundam 
habebit conflantem = 2aaa; fun£lionis autem tertii gra- 
dus differentia tertia erit conflans ; quarti quarta , & ita 
porro . 

17. Modus autem , quo invenimus differentias poteftatis 
x' 1 , quoque latius patet , atque ad eas poteftatcs , quarum 
exponens n eft numerus negativus , vel fractus , vel adeo ir- 
rationalis, extenditur. Quod quo clarius appareat , differen- 
tias tantum primas praecipuarum huiufmodi poteftatum exhi- 
bebimus , quoniam lex differentiarum fecundarum ac fequen- 
tium non tam facile cernitur : erit ergo , 

A. x = eo 

A. *'• = jco x + t» 1 

A. = 3 <a x' 4 - 3 u'x + «a 1 

A. x* = 4&> # 5 + 6 a'x l 4 * 4^’ar -f* &c. 

Simili modo vero erit 

A. 
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. 05 . ~ ~ , 

A. at' 1 = — — + rr — + • 


05’ 


00 ’ 


a: 4 


. 205 , 4«’ 

A.x" 2 = T 1 ; r 


X’ 


+ . 


A .*- 3= _iE + 


6o5* 


I 065 2 


A 4 « _L 

A. a--4= — ^ + 


1005’ 


X * 
2065 5 


A?‘ AT" 

Et inde pro reliquis. 


+ 


+ 


Pariter erit 


&c. 

&c. 

&c. 

&C. 

8cc. 

&c. 

Sce. 

&c. 


- 18. Apparet itaque has differentias , fi exponens ipfius 
x non fuerit numerus integer affirmativus , in infinitum pro- 
gredi , feu ex terminorum numero infinito conflare. Inte- 
rim tamen eaedem differentiae quoque per expreflionem fini- 
tam exhiberi poffunt . Cum enim , pofito 

y—x~' — — , fit yi =— ■ — , erit A. * =A. — = — ; 

un- 


G3 

05* 

CO 1 


; + 

s 

2Af 1 

Sa? t 

1 6x‘ 

a 

05* 

501’ 

s 

1 + 


3* 7 

pAf* 

Si*< 


A.A--i = — 


0) 

, 3“* 


x 

x 

2X 1 

H 

00 

* 

_ 

. X 

i6x l 

1 • • 

0) 

205* 

140)5 

+ . • • 

3* ? 

r 

9 X ' 

>0 

8 1 * * 
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unde , fi fra£Uo — — — in feriem convertatur , prodit expref- 
fio fuperior. Simili modo erit 

A.*~* = A.-L =- 1 — 


xx (x +co)‘ 

atque pro irrationalibus erit 
A. V x—V'(x-\-<o)-—Vx , &A. — zr 


XX 


Vm V"(*-f-<v)) V~x ’ 
quae formulae fi more folito in feries explicentur , fuperiores 
exprelfiones praebent . 

ip. Hoc vero modo quoque differentiae funflionum , 
five fra£larum five irrationalium , inveniri poffunt : fic fi 

quaeratur differentia prima fraflionis i ponatur y — 


; & , quia eft y 1 = 


aa -f- xx 
I 


aa + xx + 2 co a? -f- 


erit 


aa -f- xx 

Av=A. L = : i 

aa xx aa-\-xx-\- 2 ax + coa> aa-\-xx ’ 
quae expreffio quoque in feriem infinitam converti poteft . 
Ponatur a a + x* = P, & 2<ox4-oa<n = Q; 
erit 

^+^1 Ql -f 8cc. 

P + Q. P P* Pi P* T 

& 

Ay= — 3, + 9L — 9L 4. scc. 

y p* pi p* • 

Reftitutis ergo loco P & Q valoribus erit : 

^ ^ i 2 cajf-l-cota | 4<acaAi , y-t~4M i * 4'< a< 

'aa-\-x x (aa+xx) 1 


(a a + **)< 

8 6)5 X 5 + 1 2 < 3 4 X 1 + 6 0)5 X + 0 )" 


{a a + X x)* 

C 


-f- & c. 

qui 
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qui termini ft fecundum potcftatcs ipfius a ordinentur erit : 

^ l 2 ux (3 ** — a a) 4t»J(xi — aax ), 

ar.-\-xx (aa-f-xx) 3 (aa-f-xx)l (aa~txx)* 

Sic. 

20. Similibus feriebus infinitis differentiae funflionum 
irrationalium quoque exprimi poffunt . 

Sit propolita ifta funfho y = \f( a a + xx); 

Si , cum lit y' = / + 

ponatur a a + xx = P , & 2<»x4-m<»=:Q 


erit A^ = V(P + Q_) — VP= 


QQ. . Q.’ 


Ay =A. ^(aa-\-xx)= 


2\PP 

&C. 

unde fiet 

20)X+C0(O 


8PVP idPIVP 


4 « ! x 1 -f-4co? x-j-a* 


2>d(aa-\-xx) 

vel 


8{aa+x x)^(aa±xx) 


+ 

Si c. 


ax 


a au 


aauix 


^(aa-f-xx) 2(aa-f-xx)^(aa-\-xx) 2(aa-\-xx) 3 V(aa-\-xx) 

8ic. 

Hincque adeo colligimus funflionis cuiufcunque ipfius x , quae 
fit y , differentiam hac formq exprimi poffe , ut fit 
A y = P o) -fi- Qcj 1 -fi- R co3 -fi- S co 4 -fi- &c. 
exifientibus P, Q, R, S, &c. certis ipfius x fun£iionibus , 
quae quovis cafu ex funttionc y definiri poffunt . 

21. Neque etiam ex hac forma differentiae funflionunt 
tranfeendentium excluduntur , id quod ex fequentibus exem- 
plis clarius apparebit . 

EXEMPLUM L 

Invenire differentiam primam logaritlmi hyptrlolki 
ipfius x. 


Ponatur jy=r/x; & cum fit y 1 = /(#- j- o ^ 


J » . 
erit 
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i? 


erit. 


Ay 


= y 1 — y = /(* + «) — / * = 


Huiufinodi autem logarithmum fupra docuimus per fericm in- 
finitam exprimere; qua adhibita, erit 

a ai a (»*,«* a* 

A) — A.l x =■ 1 (- & c . 

' M “ - * •* 


X 2XX ' 3*1 

EXEMPLUM II. 


4 -V 


Invenire differentiam primam quantitatis ex pone n- 
tialis a x . 

Pofito y — a* erit y 1 . a" : 

at fupra oftendimus efle . _ 
ala a , (la) % a’ (la)* 

«•= i H + — — + —i— + 

X I. 2 1.2.3 


&C. 


quo valore introduflo erit 


A. a * 


, . a* ala a*a*(la)* a*a'(ld) 1 

—y 1 — y=Ay— -1 i— A--I ±-t~ 4 . 

I • X . 2 I.2.3 


&C. 

EXEMPLUM III. 


In circulo , c«/«r radius — I , invenire differentiam 
fmus arcus x . 

Sit fin*=/, erit yi = fin (* + »), 
unde Ay—yt — -^=fm(*-fa) — fin * . 

At eft fin (*• + a) = cof a. fin * -f- fin a. cof* , 
atque per feries infinitas oftendimus elfe, 

. a 1 ax a 6 

cofa — j -i -f &c. 


1. 2 


fin a = a — 


at 


1 . 2 . 3 . 4 
& 
a* 


’i. 2. 3.4. 5 .6 
a 7 


1.2.3 1-2. 3 - 4- 5 1.2. 3. 4.5.5. 7 


+ &c. 
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quibus feriebus fubftitutis erit : 


6)2 6)1 0)1 6)1 

A.fin*=<».cof* fin *- — cof*H Cn#^— — cof * - 

2 6 24 120 

&c. 


EXEMPLUM IV. 

In circulo cuius radius ~ i invenire differentiam 
coftnus arcus X. 

Pofito — cof*, ob y 1 — cof(x-f-a) 
erit y 1 = cof <n . cof x — fin a . fin x 

& Ay = cof 6). cof x fin 6). fin* — cof* 

Seriebus ergo ante cxpofitis adhibendis prodibit : 

6)* 6)1 6)4 6) ? 

A.cof*= — ofin* cof*-f- — fin*-} cof*— fin*— 

2 6 24 120 

&c. 

22. Cum igitur propofita quacunque fun&ione ipfius *, 
five aigebraica five tranlcendente , quae fit y , eius differentia 
prima eiufmodi habeat formam ut fit : 

Ay=. P 6) + Q/a* + Ro)i +So)i + &c. 
fi huius differentia denuo capiatur, patebit differentiam fecun- 
dam ipfius y huiufmodi formam effe habituram : 

AA^r= P 6)* + Q_oi + R 6)< + &c. 
fimilique modo differentia tertia ipfius y , erit huiufmodi 
Al ^ = p G)1 -f-Q 6 ) 4 -J-R(D'-J- &c. 

- ficque porro . 

Ubi notandum eft litteras P, Q, R, & c. hic non 
pro valoribus determinatis adhiberi , neque eadem littera in 
diverfis differentiis eandem funflionem ipfius x denotari : ideo 
enim tantum iifdem litteris utor , ne fufficiens divcrfarum 
litterarum numerus deficiat. 

Ceterum ijlae differentiarum formae probe funt notan- 
dae , cum in Analyfi infinitorum maximum ufum offerant.; 

* 3 - 
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23. Cum igitur modum expofuerim , quo cuiufvis fun- 
ftionis differentia prima , ex eaque porro differentiae fequen- 
tium ordinum inveniri queant; quippe quae ex valoribus fun- 
flionis y fucceflivis y 1 , y ' 1 , y 111 , y 1 v , &c. reperiuntur : 
viciflim ex differentiis ipfius y cuiufque ordinis datis , ifti 
ipfi variati valores ipfius y elici poterunt. Erit enim 

y x —y + &y 
y 11 = y -f- 2 Ay + AA y 

y ,lx — y -f- 3 A y -f- 3AAy-f-Al^ 
yiv —y -f. 4 A^i + 6 A A y -f- 4 Aly -f- Aiy 
&c. 


ubi coefficientes numerici iterum ex evolutione binomii na- 
fcuntur. Quemadmodum ergo y 1 , y" , y u ' , & c. funt va- 
lores ipfius y , qui oriuntur fi loco * fucceffive ponantur hi 
valores x + < 3 , * + 20) , x 30) , & c. ftatim valorem ipfius 
yW affignare poterimus, qui prodit fi loco x fcribatur x + »o), 
erit lcilicet ilte valor: 


y + j&y + 


”(”-0 Al + 0 

1.2 * 1.2.3 


A \y -f- &C. 


Hincque adeo etiam valores ipfius y praeberi poffunt fi n 
fuerit numerus negativus . Sic , fi loco * ponatur x — co , 
funftio y abibit in hanc formam : 

y — A y -f- A 1 y — Aj y Aiy — &c. 

fin autem loco x ponatur x — 2 o) , funflio y tranfibit in : 
y — 2 A y + 3 A*y — 4 Aiy + 5 A *y — &c. 

24. Pauca quaedam addamus de methodo inverfa , qua , 
fi detur differentia , ex ea ipfa illa funftio , cuius eft diffe- 
rentia, invefligari debeat. Cum autem hoc fit difficillimum 
atque faepe numero iplam analyfin infinitorum requirat , ca- 

fus 
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fus tantum quoldam faciliores evolvamus . Primum igitur , 
regrediendo , li funflionis cuiufpiam differentiam invenerimus, 
viciflim hac differentia propofita , ipfa ilia funflio , unde elt 
nata, exhiberi poterit. Sic , cum funflionis ax + b diffe- 
rentia fit aco , fi quaeratur cuiufnam funflionis differentia fit 
a m ; rcfponfio erit in promtu , eam funflionem elfe ax + b . 
In hac igitur repentur quantitas conflans b , quae in differen- 
tia non inerat, & quae propterea ab arbitrio noflro pendet. 
Perpetuo autem fi funflionis cuiufvis P differentia fuerit (^, 
quoque funflionis P +• A , ( denotante A quantitatem quam- 
cunque conflantem,) differentia erit Q. Hinc, fi ifla diffe- 
rentia Q proponatur , funflio , ex qua ea efl orta , erit 
> I* + A , atque idcirco determinatum valorem non habet, cum 
conflans A ab arbitrio pendeat . 

25. Vocemus eam funflionem quaefitam cuius differen- 
tia proponitur , summam ; quod nomen commode adhibetur , 
cum quod fumma differentiae opponi folet , tum etiam, quod 
funflio quaefita revera fit fumma omnium valorum praece- 
dentium differentiae. Quemadmodum enim efl y' = y + Ay, 
& y'\ = y + Ay + A y l , fi valores ipfius y retro continuen- 
tur; ita, ut is, qui valori * — o refpondet , feribatur y 1 , 
huneque praecedens yi 1 , & qui ultra praecedunt^i 1 1 , ytv , yv , 8cc. 
hineque feries formetur retrograda , cum fuis differentiis : 

y v y "> ; ym ; ; yi ; y 

& 

&yv ; Ay, v ; Ay llt • A y u ; A^i 
erit 

yz=zAyi -\-y t 
& 

ob yi == A^,, -f-^„ , porroque y n =: A ym 
erit utique 

y ~~ A_yi *t" Ay,, -f- A ym -f- Ayw -f- Ay v 
& c. 

ftc- 


• -Digittzed byr-Google 


I 


CAPUT /. 


ficque erit fun£lio y , cuius differentia efl Aj, fumma omnium 
valorum antecedentium differentiae A y , qui oriuntur , fi loco * 
(cribantur valores antecedentes * — co ; * — 2ca; x — 300; & c. 

2 6. Quemadmodum ad differentiam denotandam ufi fu- 
mus figno A , ita fummam indicabimus figno 2 : fcilicet , fi 
funftionis y differentia fuerit z , erit z = A y ; unde , fi y 
detur , differentiam z invenire ante docuimus . Quod fi autem 
data fit differentia z , eiufque fumma y reperiri debeat , fiet 
y = 2 z ; atque adeo , ex aequatione z=A y regrediendo, 
formabitur haec aequatio y — 2z ; ubi conflans quantitas 
quaecunque adiici poterit ob rationes fupra datas ; ex quo , 
aequatio z = A y, fi invertatur , dabit quoque ^ = 2z + C. 
Deinde , cum quantitatis ay differentia fit a&y — az , erit 
!? az — ay , fi quidem a fit quantitas conflans. Quia ergo 
eft Ax = co ■ erit 2 <a = » + C & 2 <jcj=:<jx 4 - C ; atque 
ob cu quantitatem conflantem , erit §co 2 = cox+C ; 
5 <a’ = tu* x + C ; & ita porro . 

27. Si igitur differentias poteflatum ipfius * fupra in- 
ventas invertamus, erit 


fcu 

ergo 


(eu 


S u = x ; hineque Si = ^ ; 

Deinde habemus 
^ ( 2 w* + co* ) = * 2 ; 
unde fit 

__ ^ x 1 2 — ** * 

2» 2 2<a 2 

Porro eft 

2 ( 3 q*x - f- 3 <a 2 x.-f- o> 3 ) = x 5 
3 u 2 x 2 + 3 u 1 2 * + 2 1 = 


«2* £ 1 

3 “ 3 



fi 


nu- 
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CAPUT 1. 
fimili modo erit 


x * IO) a 3 

2 *’ = — 2 *’ — o'S* 2 i 

4 M 2 4 

ubi , fi loco 2 , 2 * & 2 i valores ante inventi fubfii- 

tuantur , reperietur : 

, x* x 1 , axx 

2 *’ = — d . 

40) 2 4 

Deinde, cum fit 

x* a* 

2* , = — — 2» 2 *’ — 2£o’ 2*’ — a> 2 x — — 21 

5 “ 5 

erit , adhibendis fubftitutionibus : 

x* 1 . 1 1 

2*' = — • x* + — ax 3 — — a 1 x 

5<a 2 3 30 

fimili modo ulterius progrediendo reperietur 

X S I , < I 

2» , = — — — x 5 -f ax 4 — — co 1 x'- 

6a 2 12 12 

& 


2 — — x'’ +■ — ax ! a 3 x 3 4* — 0)5 * 

7<a 2 2 6 42 

quas expreffiones infra facilius invenire docebimus . 

28. Si ergo differentia propofita fuerit funftio rationa- 
lis integra iplius x, eius fumma , ( feu ea fundlio , cuius ea 
eft differentia ) ex his formulis facile invenitur . Quia enim 
differentia ex aliquot poteflatibus ipfius x conftabit , quaera- 
tur uniufcuiufque termini fumma , omnefque iftae fummae 
colligantur . 


EXEM- 
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EXEMPLUM I. 

Quaeratur funflio , cuius differentia ftt = axx -f- bx-\-c. 

Quaerantur fingulorum terminorum fummae ope formu- 
larum ante inventarum , erit 

xx’ axx- asm-. 

S “xx=z -f- — - 

300 2 6 

. Axx Ax 

& S-Ax =s . . 

2 u 2 


r x 

G) 


atque gc = . . . 

Hinc colligendo has fummas erit 

r 1 » 1 \ a , (aos~b) , (xo>’ — 3A0) -f-tfr) 

2 (xxx-f-Ax-f-r)= — x 5 x’ + x + C 

3» 2<a 6 (ti 

quae eft funflio quaefita , cuius differentia edi «xx-f-Ax + c* 
EXEMPLUM II; 

Quaeratur fuMio , cuius differentia ejl x 4 — - > 2 <a’ x x -f- a 4 . 
Operationem fimili modo inftituendo habebitur. 

2 x 4 = — x ? — — x 4 + — «x 1 — <a } x 

5« 2 3 30 

& 


S 2 o) 4 x’ ; 


2(0 <a 3 

x 3 + <n* x’ x 

3 3 


atque 


4 -S<a 4 = • . • 

unde funflio quaefita erit : 


4 * & x 


— x 5 — — x 4 — — tex 3 4 ' < b* x* 4 * — <o 3 x 4^ C 
5 « 2 3 3 ° 

D 


Si 
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Si enim hic loco x ponatur x + o , atque a quantitate re- 
fultante fubtrahatur ifta inventa , remanebit propofita differen- 
tia x 4 — 2 o ! x s -f- o* . 

29. Si fummas , quas pro poteftatibus ipfius x inveni- 
mus , attentius infpiciamus , in terminis primis , fecundis , ac 
tertiis mox quidem legem obfervabimus , qua illi fecundum 
fingulas poteflates progrediuntur : reliquorum autem termino- 
rum lex non ita eft perfpicua , ut fummam poteffatis x” in 
genere inde colligere liceat . Interim tamen in fequentibus 
docebitur effe : 

2 *” = 

x’ ;+ ' 1 . Jt »0 1 n(n — i)(n — 2)0)’ 

(« 4 -i)u 2 2 2.3 6 2. 3. 4. 5 

, I «0 — 0(»— *)("■“ z)(”~ 4)<a ? „_ c 

T 7 • ’ T " x 

0 2 . 3 « 4. 5. O, 7 

3 n (n — i) . - . . • (» — 5 )o 7 ____ 

10 2- 3 * * * • . b • 9 

+ 1 • • • • - (» — 8 ) a9 j _ Q 

6 2.3 10. 11 

5 yi »(« — l) . . . . (»— 10)0" 

210 2 • 3 * * * • • 12« 13 

+ ii . ”(”—*) • • • • (»— x ,_,, 

2 2 . 3 i - . . 14. IJ 

_ 3 £i 7 x (n — 1) ■ . . (»— 14)®'* , f 

30 2.3.... i 5 . 17 


43867 »(» — >i) (» — id ) a ’7 

T ■ r #" 

42 2. 3 18. iy 

1222277 n (« — i) («—18)0*9 

1 10 2 . 3 ...... 20 . 21 

+ 
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854513 n ( n — 1) . . . . . . (« — 20) o 1 * 


5 2 • ^ • ••-*•( 

1181820455 n (n — 1) ... . 

. . 22. 23 

. (« — 22)0*! 

54 <* ' 2. 3 . . . 

769779 z 7 n(a—l) . . . . 

• • 24 - 25 
. ( n — 24)0** 

2 ' 2.3.... 

23749461025» » {n — 1) . . . 

. . 26 . 27 

. (n — 26)01 ‘7 

30 * 2. 3 . . • 

8615841276005 n{n — 1) . . 

. . 28 . 29 

. (« — 28)0*9 

46'- '2.3.. 

. 30. 31 

8cc. + C 



cuius progreflionis praecipuum- momentum in coelficientibus 
mere numericis eft litum, qui quemadmodum formentur, hic 
locus nondum eft , ubi exponi queat . 

30. Apparet autem nifi n fit numerus integer affirma- 
tivus, hanc lummae expreflionem in infinitum progredi , ne- 
que hoc modo fummam in forma finita exhiberi pofle . Ce- 
terum hic notandum eft , non omnes poteftates ipfius x 
propofita x ’ 1 inferiores occurrere ; defunt enim termini 
*»-*, x”~ ♦ , x"— 6 , x n ~ 8, &c. quippe quorum coefficientes 
funt = o , etiamfi termini fecundi coefficiens hanc legem 
non fequatur, fed fit — — Poterunt ergo huius efprelfio- 
nis ope fummae poteftatum , quarum exponentes funt vel ne- 
gativi vel fra£h in forma infinita exhiberi folo excepto cafu 


quo n — — 1 , quia tum fit terminus 
infinitus . Sic , pofito n = — 2 ; erit 


x ” •+ « 
(n-f-i)a 


ob n -f- 1 = o 


D 2 


e 
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2 - = C — -7- + *. ^ 

** 2 XX 3** 5 * $ 

, «* ■ , C* T «’ ,<Sp I M" 

° 7^ 7 9M 9 *' li*‘ l 2io’i3Ar*l 

_y.^ + i£iZ. ®!L_*a 

15*'* 30 i 7 *‘ 7 

31. Si ergo differentia propofita fuerit potefias ipfius 
x quaecumque , eius fumma hinc perpetuo affignari , feu lun- 
£lio , cuius ea fit differentia, exhiberi poterit. Sin autem 
differentia propofita aliam habeat formam , ut in poteltatcs 
ipfius * , -tanquam partes , dillribui nequeat , tum fumma dif- 
ficillime ac faepenumero prorfus non inveniri poteft : nifi for- 
te pateat , eam ex quapiam fun£iione effie ortam . Hanc ob 
caulam conveniet plurium funftionum differentias inveftigare 
eafque probe notare, ut fi quando huiufmodi differentia pro- 
ponatur , eius fumma , feu funftio unde eft orta, ftatim exhi- 
beri queat . Interim tamen methodus infinitorum plures re- 
gulas fuppeditabit , quarum ope inventio fummarum mirifice 
fublevabitur . 

32. Facilius autem faepe ex differeutia propofita reperitur 
fumma quaefita , fi haec ex fafloribus fimplicibus conflet , qui 
progreffiosem aritlimeticam conllituant , cuius differentia fit 
ipfa quantitas <a . Sic , fi propofita fuerit funflio ( * + a ) 
( * + 2« ) , eius differentia quaeratur : quia , pofito x -f- a 
loco*, haec funflio abit in (*-f*20>) («+30), eius dif- 
ferentia erit 2co(*-f 20) . Quare viciflim , fi proponatur 
differentia 2 <»(*-|- 2 to), eius fumma erit (x + v) (x-j-2a), 
hinc ergo erit 

2(jr-f-2<a) = — ( * + 00) ( x + 2 ca ) . 


Si- 


%■, 
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Simili modo, fi proponatur funflio (x-f-f/a)(x-h(/>-f-i) v), 
cum fit eius differentia (»+i)w) erit 


2 (* + (»+i)o)) = -L ( x + na) (x + (»+ i)co) 

& 

2 (* + »&)) = i)co)(a' + »0j). 

33. Si fun£lio ex pluribus fa&oribus confiet , ut 
fit y =(* + (» — i)«) ( at -fww )(#+(» + 1 )<a), 

cum fit 

y ' = (a + ) (a? -f- (» + 1 ) 00 ) (* + ( « + 2 ) <a ) , 

erit 

A^=3G3(a? + »u) (*-f-(»4'i) M ) 
ac propterea 

2(*+»ca)(*-f (v-f i)oj)= — (x-f-(» — i)u)(x-j-m)(x-hO>-hi)^) 

3 <u 

Pari modo reperietur effe : 

2 (*-f-»o) (*• + (»+!)«) (x + ( n -f 2 ) u ) != 


— (* + (» — 1 )o) (* + »«>) (*+(» + i)g>) (* + (» + 2) ») • 

4CO « 


unde lex inveniendi fummas , fi differentia ex pluribus huiuf- 
modi faftoribus confiet , fponte ptet . Quamvis autem hae 
differentiae fint fun&iones rationales integrae , tamen earum 
fiimmae hoc modo facilius reperiuntur , quam per methodum 
praecedentem. 

34. Hinc quoque via patet ad differentiarum fraftarum 
fummas inveniendas . Sit enim propofita fractio 


y — 


x -j- n co 


; quia erit y » — 


* + (» + 0 <b 


erit 


3 ° 


CAPUT l 
erit 


Ar-f-(»+x)w x+ noi -j-i)«) 

ac propterea 


i i 



( x -J- » o> ) (* + (»+i)m) (x + (» + 2)a) 


ac» (x ~h na) (x-f-(n-f-i)co) 

Simili modo erit porro 
i 


(* + »<») (x + (n + i)a) (x-h(n + 2)a) (x + (n -f 3 ) oj) 


3<» ( x » c» ) (Ar + (»-f-i)oa) (x-h(n-h2)a) 

35. Modus ille fummandi probe eft tenendus, quia 
huiufmodi differentiarum fummae per praecedentem metho- 
dum inveniri non potfunt . Quodfi autem differentia infuper 

h?.- 


- 
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habeat numeratorem , vel fa flores denominatoris non in 
arithmetica progrellionc procedant , tum tutiflimus modus in- 
velligandi fummas efl , ut differentia propofita in luas fra- 
fliones fimplices refolvatur , quarum lingulae etfi fummari 
nequeunt , tamen binis coniungendis toties fumma inveniri 
potell , quoties id quidem heri licet , tantum enim erit dis- 
piciendum , utrum fumma ope huius formulae inveniri queat : 

x i i 

*• + (»+ i )w ^ x-j-nco x-tna) 
etfi enim neutra harum fum marum per fe exhiberi potefl, 
tamen earum differentia cognofcitur . 

3<5. His igitur cafibus negotium redit ad refolutionem 
cuiufque fraflionis in frafliones fuas fimplices , quae in fupe- 
riori libro fufius eft oflenfa. Quemadmodum ergo eius bene- 
ficio fummae inveniri queant , aliquot exemplis docebimus . 

EXEMPLUM I. 

Quaeratur fumma , cuius differentia fit 
3 x-\- 2 a 

x(x-j-a) (* + 2<n) 

Refolvatur haec differentia propofita in fuas frafliones 
fimplices, quae erunt 

J_ f + f i __2 r _ 

ca x oa ar-f-ca ce ,v-f-2W 

Cum iam fit ex fuperiori formula : 

s — L_ i i 

x+na *-|-(»-f-i)fO x+»a 

I i i 

em S - = S -- 

* #-f-oe x 

Hinc erit fumma quaefita 


3 * 
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x i . i x i x 

- 2 - + - 2 — r' 2 — = 

a * <a X+(3 (3 «-f-2(0 

2 X 2 X I 

- s — r s — 

w x-f-u » #fi(o ax 

at eft 


__ x x i 

X + £3 ^ X -|- 2<3 X-f-0) ’ 

unde fumina quaefita erit 

12 — 3* — <3 

ax <a(x+co) wx(x + a)‘ 
EXEMPLUM II. 


Quaeratur funvna , cuius differentia ejl — — 


JO 


*(x+3»)‘ 

Pofira hac differentia = z , erit z — ~ ~ — 

* x -f- 3<a 

ideoque 

S*=2-— 2 

X 3 <a x -f <3 

i i j x i jr i 

'x+ju te ' i x + 2<i) S x + 3“ x * + u 


X+“ X+2M 


quae eft fumma quaefita . Quoties ergo hoc modo figna fum- 
matoria 5 fefe tandem tollunt , toties differentiae propofi tae 
fum na exhiberi poterit ; fin autem haec deftruftio non fuc- 
cedat , fignum hoc eft , fummam inveniri non polfe . 


CA 
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CAPUT II. 

DE USU DIFFERENTIARUM 

IN DOCTRINA SERJERUM.. 


^^Sjaturam ferierum per differentia? maxime illuflrari , ex 
primis rudimentis fatis efl notum. Progreffionis enim arithme- 
ticae, quae primum confiderari folet , praecipua proprietas in 
hoc verlatur, ut eius differentiae primae fint inter fe aequa- 
les ; hinc differentiae fecundae ac reliquae omnes erunt cy- 
phrae . Dantur deinde feries , quarum differentiae fecundae de- 
mum funt aequales , quae hanc ob rem fecundi ordinis com- 
mode appellantur , dum progrefhones arithmeticae feries primi 
ordinis vocantur . Porro* igitur feries tertii- ordinis erunt , 
quarum differentiae tertiae funt conflantes, atque ad quartum 
ordinem & fequentes eae referentur feries , quarum differen- 
tiae quartae , & ulteriores dentum funt conflantes . 

38. In hac divifione infinita ferierum genera compre- 
henduntur , neque tamen omnes feries ad haec genera revo- 
care licet . Occurrunt enim innumerabiles feries , quae , diffe- 
rentiis fumendis , nunquam ad terminos conflantes deducunt - 
cuiufmodi , praeter innumeras alias funt progreffiones geome- 
tricae, quae nunquam praebent differentias conflantes, uti ex 
hoc exemplo videre licet. 

1» 2 > 4, 8, 16, 32, <4, 128, & c. 

x, r, 4, 8, 16, 32, <4, &c. 

!> 2 > 4> 8, 1 5 , 32, &c. 

Cum enim feries differentiarum cuiufque ordinis aequalis fit 
ipfi feriei propofitae , aequalitas differentiarum prorfus exclu- 
ditur. Quocirca plures ferierum claffes conflitui debebunr,. 

£ qua- 
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quorum una tantum in hos ordines, qui tandem ad differen- 
tias conflantes revocantur, Jubdividitur ; quam clalfem in Jiol 
capite potiflimum confiderabimus . 

37. Duae autem res ad naturam ferierum cognofcen* 
dam imprimis requiri folent , Terminus generalis atque Sum- 
ma feu Terminus fummatorius. Terminus generalis eil ex- 
preffio indefinita , quae unumquemque feriei terminum com- 
pleflitur , atque eiufinodi propterea eft functio quantitatis va- 
riabilis x , quae , pofito x= i , terminum feriei primum 
exhibet ; fecundum vero pofito x — 2 ■, tertium pofito 3; 
quartum pofito «= 4; & ita porro. Cognito ergo termino 
generali , quotufeumque feriei terminus invenietur , etiamfi 
lex , qua finguli termini cohaerent , non refpiciatur. Sic 
verbi gratia ponendo x=riooo , ftatim terminus millefimus 
cognolcetur . Jta huius feriei 

1, 6 , 15, 28, 45, 66 , pi, 120, &c- 

Terminus generalis eft zxx — x ; polito enim x — 1 , haec 
formula dat terminum primum 1 ; pofito x — 2 , oritur ter- 
.minus fecundus 6 ; fi ponatur «=3, oritur tertius 15; &c. 
* unde patet huius feriei terminum centefimum , pofito 
x — 100 fore = 2. icooo — 100 — ippco. 

40. Judices feu exponentes in qualibet ferie vocantur 
numeri , qui indicant quotus quifque terminus fit in ordine : 
fic , termini primi index erit 1 , fecundi z , tertii 3 , & ita 
porro . Hinc indices fingulis cuiufque feriei terminis inferibi 
lolent , hoc modo 

INDICES. 




3 , 4 , 5 , 

T E R M I N 

I. . 

7 , 

Scc. 

A, 

B, 

C, D, E, 

F, 

G, 

&c. 


unde flatim patet G effe feriei propofitae terminum fepti- 
mum , cum eius index fit 7. Hinc terminus generalis nil 
aliud erit , nifi terminus feriei , cuius index vel exponens eft 

nu- 


Digitized 


CAPUT 11. 


35 

numerus indefinitas x . Quemadmodum ergo in quolibet fe- 
rierum ordine , quarum differentiae vel primae , vel fecun- 
dae , vel aliae fequetnes funt conflantes , terminum generalem 
inveniri oporteat, primum docebimus: tum vero ad invelti- 
gationem fummae fummus progreffuri . 

41. Incipiamus ab ordine primo, qui continet pro- 
greffiones arithmeticas , quarum differentiae primae funt con- 
Itaures ; fitque a terminus feriei primus , & b terminus pri- 
mus feriei differentiarum , cui fequentes omnes funt aequales : 
unde feries ita erit comparata . 

INDICES. 

1 > 2 > 3 j 4 > 5 > 

TERMINI. 

a, <t + b, a + 2 b, a+jb, 4 + 4 b, a+$b, &C. 

DIFFERENTIAE. 
b, by b , b, b y & C. 

Ex qua flatim patet, terminum, cuius index fit =* , fore 
aj-(x — i)i, eritque ergo terminus generalis = b x -f- a — by 
qui ex terminis* primis cum ipfius feriei , tum feriei differen- 
tiarum componitur . Quodfi autem terminus fecundus feriei 
a~f~b vocetur a' , ob b — a' — a y erit terminus generalis 
— (*'“*) x -{• 2 a— ■ a' — a' (# — 1) — a (x — 2) unde 
ex cognitis terminis primo & fecundo progrefiionis arithme- 
ticae, eius terminus generalis formabitur. 

_ 4 2 * Sint in ferie fecundi ordinis termini primi , ipfius 
feriei = a ; differentiarum primarum =5 b • differentiarum fe- 
cundarum “ c • eritque ipfa feries cum fuis differentiis ita 
comparata . 


\ 


16 C A P U T II. 

I M D I C E S . 

1 j 2 > 3 > 4 > 5 > 7 > 

TERMINI. 

W\-b', rf-f 2 b^Cy a-{- 3^+3^; <7+4 b-\-6c- > a-f- ^b-f-ioc; 77+ + 1 5f t 

D I F F E R. I. . (&C. 

b\ b+c- } 6+2C; />+ 3 c; i + 4c; i+ 5 f ; &c * 

J) I F F E S. II. 

f, r, c, c, r, &c. 


ex cuius infpe&ione liquet terminum , 

i), 

X ♦ 2 • 


cuius index =* fore 
; qui ergo efl termi- 


nus generalis feriei propofitae . Ponatur autem ipfius feriei 
terminus fecundus — a' , terminus tertius =<7", cum fit 
b=a' — a j & r =a" — za' -f- a ; uti ex natura differen- 
tiarum ( §. 10.) intelfighur , erit terminus generalis 

* + (*—!) (*' — — 2 „'+a) 

qui reducitur ad hanc formam 

e"(x — 1) (x — 2) 2 a' (x — 1) (x — 3) a(x— z)(x— 3 ) 

I. 2 I. 2. • I. 2 


vel etiam ad hanc 


277 


— (*— i)(x— z) — — (*— 1) (* — 3) + — (* — =)'*— 3) 

< t 

aut denique ad hanc 

U*— j) 0 — '.) («- 3 ) (£- -£ + ~) ; 


ideoque ex tribus terminis ipfius feriei definitur. 

43. Sit feries tertii ordinis a, a' , <?” , a 111 , <7 ,v , 8c. 
cius differentiae primae b, b l , b b iu , &c. & diflerer.« 

tiae 
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t:ae fecundae r, c l , c” , c l> ' , &c. & tertice d , </, </, 8cc. 
quippe quae funt conflantes . 


Indices 

2 > 3 » 4 > 5 1 

Termini 

0, 0' , 4" , a'" , 4 >', 

Differ. I. 

i, b* , b" , i'", , 

Differ. II. 

r , r' , r" , C'« 

Differ. III. 

, d , , Scc. 


<j v , &c. 


Quia eft a 1 — a - b ; 4” = 4 + 2i -f- r , «' 1 * = 4 -f- 3^ -f- 
3c + J; 4 IV = 4 + 46 + < 3 c -f- 4</ j &c. erit terminus ge- 
neralis , feu is cuius index eft x , 

_ i (*— 0 ^ + (*— i) (x— a) ^ + (*— i) (*■—») (x— 3 ) y 
I 1.2 1.2.3.' 

Sicque terminus generalis ex differentiis formabitur. 

Cum autem porro fit 

b — a 1 — a c = 4 n — 24 1 a ; d ==4' 1 1 — 3 a 11 -J- 34* — a 

fi hi valores fubftituantur erit terminus generalis 


(*— 0 (*— 2) (* — 3) 


2. 


3 a ' 1 


(*— 0 (* 2(«— 4) 


3 1. 2. 3. 

, ,(*“!)(* — 3) 0 — 4) (x — a) (x — 3) (x — 4) 

+ l a o 


I . 


qui etiam hoc modo exprimetur, ut fit 
__ (*-i)(*~2)(x-3)(jc -4 V * 1 ” 3 glt 3 a ' f\ 


1 . 2 . 

3 * V.*-— 4 

x — 3 x — 2 * — I/' 

44 . Sit nunc 

feries cuiufcunque ordinis propofita : 

Indices 1 , 

2 » 3 > 

4 > 5 > 6 •> 

Termini * , 

4> , 4», 

4'", 4»V, 4», &C, 

Differ. I. b , 

b • , b ” 

, i'», &C. 

Differ. II. 

r, f> , 

C” , C*" , &C. 


Dif- 


Digitized by Google 


CAPUT II. 


3 « 


Differ. III. d, -d' , d" , Stc. 

Differ. IV. c, e 1 , &c. 

Differ. V. /, & c. 

ex ipfius feriei termino primo , atque ex differentiarum ter- 
minis primis b , c , d , e , / , &c. terminus generalis ita ex- 
primetur ut fit : 

) (*— 1 ) c t («— 1 

2 1 . 2 . 3 

(* — 00 — 00 — 3 ) ( x — 4) e _J_ 

1. 2. 3. 4 

donec ad differentias conflantes perveniatur . Ex quo patet ,• 
fi nunquam prodeant differentiae conflantes , terminum gene- 
ralem per expreffionem infinitam exhiberi . 4 

45. Quia differentiae ex ipfis terminis feriei forman- 
tur , fi earum valores fubflituantur , prodibit terminus gene- 
ralis in eiufmodi forma expreffus , cuiufmodi pro feriebus 
primi, fecundi, & tertii ordinis exhibuimus. Scilicet, pro 
feriebus ordinis quarti , erit terminus generalis 

(*— 1) («— -) (*— 3) (*— 4) («—5) x 

1. 2. 3. 4 


)(* — -)* — 3 ) 


d + 


1 1 . 



Ulil-f 
*— 4 


6 a «* 

*— 3 



unde lex , qua fcquentium ordinum termini generales compo- 
nuntur , facile perfpicitur . Ex his autem patet pro quovis 
ordine terminum generalem fore funflionem ipfius x ra- 
tionalem integram , in qua maxima ipfius x dimenfio con- 
gruat cum ordine , ad quem feries refertur . Ita ferierum pri- 
mi ordinis erit terminus generalis funClio primi gradus , 
fecundi' ordinis fecundi gradus , & ita porro . 

4 d. 


/ 
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46. Differentiae autem , uri flipra vidimus , ex ipfis 
terminis feriei ita xefultant, ut fic 

b = a' — a 

b' = 4” a « 

b ■« = 4»” — a' * 

&c. 

f = 4 11 24 1 + 4 

e« = 4'" — 2/»" + 

C II = „ 1 » 24 III + 4* 1 

&c. 

r/ — fl m — jjjii -f. — 4 

d' = 4 >V Jfllll -f- 3 «tl „1 

Jll — a v 3/J :v -j- 3*111 *tl 

& C. 

Quare cum in feriebus primi ordinis fint omnes valores 
iplius c = o ; erit 

4 11 = 24 * 4 ; 4 * 11 = 24* 1 — 4 1 ; 4 IV = 24 «” — *»«; &c. 

unde patet has feries fimul efle recurrentes , & fcalam rela- 
tionis efle 2 , — i . Deinde , cum in feriebus fecundi ordi- 
nis fint omnes valores ipfius d = o, erit 

4 111 = 34“ — 34’ + 4 ; 4 ,v = 34"' — 34'* -f- 4 1 • & c. 
ideoque & hae erunt recurrentes fcala relationis exiflente 

; . 3 >— 3 >+ ?• 

Simili modo apparebit omnes huius claflis feries, cuiufcun- 
que fint ordinis , fimul ad claflem ferierum recurrentium per- 
tinere , atque ita quidem , ut fcala relationis conftet ex coef- 
ficientibus poteftatis binomii , uno gradu fuperioris , quam eft 
ordo , ad quem feries refertur . 

47. Quia vero pro feriebus primi ordinis quoque 
omnes valores ipfius d & e , & fequentium differentiarum 
omnium funt = o , erit quoque in his 

4 mi — 34” — 34* -f- 4 

4 ,v = 3 „ui — 34«» -f 4 * 

&c. aut 
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aut <* IV — 4^‘" — 6 .t lt -f" 4 jI ~ * 

t> v — 4 ,;'V — 4" 4^ r 1 — /i 1 

&c. 

Pertinebunt ergo & hinc aJ feries recurrente; idque infinitis 
modis, cum fcalae relationis cfle queant: 

3 > — 3> -t- 1 ; 4,— <5, + 4,— i; 5,— xo,4-xo, — 5>+G 

&c. 


Similique modo intelligitur unamquamque feriem huius , quam 
traflamus , clalfis fimul elfe feriem recurrentem innumeris 
modis : fcala enim relationis erit 

n n{n— i) , n{n— \){n— 2) n(n— i)(n— z)(n— 3) 



dummodo » fit numerus integer maior, quam numerus quo 
ordo indicatur . Orietur ergo haec feries quoque ex evolutio- 
ne fra£lionis, cuius denominator eft (1 — >')’*, prouti in 
fuperiori libro de fericbus recurrentibus fufius eft oflenfum . 

48. Quemadmodum vidimus , omnium huius clalfis 
ferierum, cuiufcunque fint ordinis, terminos generales ede 
funflioues ipfius x rationales integras , ita viciffim apparebit 
omnes feries, quarum termini generales fint huiufmodi fun- 
ctiones ipfius x , ad hanc cladem pertinere , atque tandem ad 
differentias conflantes perduci . Et quidem , fi terminus gene- 
ralis fuerit fun&io primi gradus axj -b, dum feries inde orta 
erit primi ordinis feu arithmetica, differentias primas habebit 
conflantes. Sin aurem terminus generalis fuerit funftio fecun- 


di gradus in hac forma axx-\-bx-\-c contenta , tum feries 
ex eo oriunda, dum loco x fucceffive numeri 1,2, 3,4, 5, &c. 
fubflituuntur , erit ordinis fecundi , atque differentias fecundas 
habebit conflantes : fimili modo , terminus generalis tertii 
gradus a x* -\-bxi-\-cx-\-d dabit feriem tertii ordiuis at- 
que ita porro . 

4 9. Ex termino enim generali non folum 6mnes feriei 
termini inveniuntur, fed etiam feries differentiarum tam pri- 


ma- 
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marum quam fequentium deduci potiunt . Cum enim , fi feriei 
terminus primus fubtrahatur a fecundo , prodeat feriei diffe- 
rentiarum terminus primus : fecundus autem , fi ipfius feriei 
terminus fecundus a tertio auferatur , ita feriei differentiarum 
obtinebitur terminus , cuius index eft x , li ipfius feriet 
terminus , cuius index eft * , fubtrahatur a fequente cuius 
index eft x -f- i . Quare fi in termino feriei generali lo- 
co x ponatur x -f- i , ab hocque valore terminus gene- 
ralis fubtrahatur , remanebit terminus generalis feriei dif- 
ferentiarum: fi igitur X fuerit feriei terminus generalis, erit 
eius differentia A X , ( quae modo in praecedente capite 
oftenfo invenietur, fi ftutuatur ibi a>=i ) terminus gene- 
ralis feriei differentiarum primarum. Simili igitur modo eric 
A A X terminus generalis feriei differentiarum fecundarum ; 
A 3 X tertiarum , ficque deinceps . 

50. Quodfi autem terminus generalis X fuerit funflio 
rationalis integra, in qua maximus exponens poteftatis ipfius 
x fit », ex capite praecedente colligitur, eius differentiam 
A X fore funftionem uno gradu interiorem , nempe gradus 
n — 1. Hincque porro AAX erit funflio gradus n — 2, 
& At X funftio gradus n — 3 , & ita porro . Quare , fi X 
fuerit funflio primi gradus , uti a x -f- b , tum eius differen- 
tia A X erit conftans — a ; quae cum fit terminus generalis 
feriei primarum differentiarum , perfpicitur feriem , cuius ter- 
minus generalis X fit funflio primt gradus, fore arithmeti- 
cam feu primi ordinis . Simili modo fi terminus generalis X 
fuerit funflio fecundi gradus ob A A X conflantem , feries 
inde orta differentias fecundas habebit conflantes , eritque 
propterea ordinis fecundi ; ficque perpetuo , cuius gradus fue- 
rit funflio X terminum generalem conflituens , eiufdem ordi- 
nis erit feries ex eo nata . 

51. Hanc ob rem feries poteflatum numerorum natu- 
ralium ad differentias conflantes perveniunt, uti ex fcquenti 
fchemate fit manifeltum . 

F po- 
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POTEST. 


I. 


Differ. I. 


Differ. I. 
Differ. II. 


Differ. I. 
DifTer. II. 
Differ. III. 


8 , &c. 

&c. 


i * , 1 > ‘i * » * , 

POTEST. II. 

4, P, **> *5, 3 tf , 4 P, tf 4, &c - 


3, 5: 


u, 13, 15, &C. 

, &c. 


*, -‘j ■*, -‘j ^ 

POTEST. III. 

8, 27, <4, 123, 2i<J, 343, &C. 


*P, 37, pi. 


”7, 


&c. 


12, 18, 24, 


(J, (J, tf, 

POTEST. 


30, 3 5 , &C. 

tf, &C. 


IV. 


i, i 6 y 81, 255, <523, I2p<f, 2401, &c. 
15, <*5, 175, 3<*P, tf 7i, 1105, &C. 


50, 110, ip4, 302, 434, &c. 


Differ. I. 

Differ. II. 

Differ. III. tfo, 84, 108, 132, 8cc. 

Differ. IV. 24, 24, 24, &c. 

Quae igitur in capite praecedente de differentiis cuiufque or- 
dinis inveniendis iunt praecepta , ea hic infervient ad termi- 
nos generales differentiarum quarumvis , quae ex feriebus na- 
Icuutur, inveniendos. 

32. Si terminus generalis cuiufquam feriei fuerit co- 
gnitus , eius ope non folum omnes cius termini in infinitum 
inveniri , fed etiam feries retro continuari , eiufque termini , 
quorum exponentes fint numeri negativi, exhiberi poterunt, 
loco x numeros negativos fubflituendo : fic , fi terminus ge- 
neralis fuerit — - i~ —~ ponendo loco x tam negativos quam 
affirmativos indices, feries utrinque continuata erit huiufniodi. 
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INDICES. 

&c.- 5 , -4,-3, -2,-1, °> I, 2, 3, 4 , 5 , <$■> &c. 

SERIES. 

&c.f 5,+2, o,-i,-i, o, 2, 5, p, 14,20, 27, Scc. 
Differ. I. -3>~2,-i, o, 1, 2, 3, 4, 5, 6 , 7, &c. 

Differ. II. 1, 1, 1,. 1, 1, 1,. r, i, 1, 1, &c. 

Cum igitur ex differentiis terminus generalis formetur, quae- 
que feries ex differentiis retro continuari poterit; ita quidem, 
ut , fi differentiae tandem fiant conflantes , hi termini finite 
exhiberi, contra vero per expreflionem infinitam affignari 
queant : Quin etiam ex termino generali , ii termini , quo- 
rum indices funt fra£li , definientur , in quo ferierum IN- 
TERPOLATIO continetur. 

53. His de termino ferierum generali monitis, pro- 
grediamur ad fummam , feu terminum fummatorium ferie- 
rum cuiufque ordinis invefligandum . Propofita autem qua- 
cumque ferie, TERMINUS fummatorius efl funftjo ipfius 
x , quae aequalis efi fummae tot terminorum feriei , quot 
unitates continet numerus x . Ita ergo terminus fummatorius 
erit comparatus , ut fi ponatur x = 1 , prodeat terminus pri- 
mus feriei ; fin autem ponatur x — 2 , ut prodeat fumma pri- 
mi & fecundi , feflo autem x — 3 , fumma primi , fecundi 
ac tertii ; ficque deinceps . Hinc , fi ex ferie propofita nova 
feries formetur, cuius primus terminus aequalis fit primo il- 
lius , fecundus aequalis fummae duorum , tertius aequalis fum- 
mae trium, atque ita porro, haec nova feries vocatur illius 
fummatrix , huiufque feriei fummatricis terminus generalis 
erit terminus fummatorius feriei propofirae : ex quo inventio 
termini fummatorii ad iuventionem termini generalis revocatur. 

54. Sit ergo feries propofita haec 

a, a' , a 11 , a 111 , a IV , a v , &c. 

huiufque feriei fummatrix fit 

F 2 A 


Digitized by Google 


\ 


44 CAPUT II. ■ 

A, A* , A" , A"«, A«v, Av , Scc. 
erit ex eius natura modo expolita : 

A = a 

A 1 = a + a 1 

A 11 — a " 1 “ o l ■}■ tf 11 . 

A 1 . 11 = a + a' + a" + *”« , 

A ,v — a a 1 ~i~ a 11 4* * ltt -f- j»>v 

&c. ‘ - •• 

Hinc feriei fummatricis differentiae erunt : 

A‘— A =:<*’; A 11 — A , =« 11 ; A» 1 — A"=*»i«; 8cc. *« 
unde feries propofita termino primo minuta erit feries diffe- 
rentiarum primarum feriei fummatricis . Quod fi igitur feriei 
fummatrici praefigatur terminus = o , ut habeatur : 

o, A, A», A", A ,n , A«% Av, & c. 
huius feries primarum differentiarum erit ipfa feries propofita : 

a» , *«», *”*, /j‘v, tfV^ & c . 

55. Hanc ob rem feriei propofitae differentiae primae, 
erunt differentiae fecundae fummatricis , atque differentiae fe- 
cundae illius erunt differentiae tertiae huius, tertiae autem 
illius quartae huius, atque ita porro. Quare, ft feries propo- 
fita tandem habeat differentias conflantes , tunc etiam eius 
fummatrix ad differentias conflantes deducetur , eritque igitur 
feries eiufdem naturae , at uno ordine fuperior . Huiufmodr er» 
go ferierum perpetuo terminus fummatorius exhiberi potent 
per cxpreffionem finitam. Namque terminus generalis lenei : 

o, A, A*, A”, A" 1 , A IV , &c. 
feu is, qui indici * convenit exhibebit fummam x 1 ter- 
minorum feriei huius a, a 1 , , « lM , « ,v , atque fi 

tum loco x feribatur * -f* 1 , orietur fumma x terminorum , 
ipfeque terminus fummatorius . 

5 6. Sit igitur feriei propofitae 

'1 
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4, /»' , 4*", * ,V , * V , 4*«, &C. 

Series differentiarum primarum 

i, * ,v , t > v , * VI , &c. 

Series differentiarum fecundarum 
r, c« , c" , c«”, c™, cv } cvi > 8<.c. 

Series differentiarum tertiarum 
d, d' , d </■“,* </ ,v , d v , a/ v * , &c. 

ficque porro donec ad differentias conflantes perveniatur. De- 
inde formgtur feries fummatrix , quae cum praefixa o in lo- 
cum termini primi , cum fuis differentiis continuis fe habebit 
fequenti modo : 

INDICES. 



1 > 

2) 3 f 4 > 5S d , 7 , 

SUMMATRIX. 

&C. 


0 » 

A, A* , A>«, A”S A'% A v , 

SERIES PROPOSITA. 

&c. 


4» 

, a ", fl'”, /» ,v , * v , 4 V « , 

&c. 

Differ. I. 


, *n, b< 11 , £ v , i»«, 

&c. 

Differ. II. 

f» 

c i } c u, C i«i, c'v, f v, cVI, 

&c. 

Differ. III. 


d"‘, d' v , d» , </ VI , 

&c. 


(*— O (*— 0 /,j_ («— 0 (*—»)(*"" 3) e + &c# 


ic- 


erit feriei fummatricis terminus generalis , feu qui indici # 
refpondet 

o+ 0 — 1>4 2 • 2 . 3 

qui fimul exhibet fummam * — 1 terminorum feriei propo- 
fitae , /», /»' , 4««*, * ,v , &c. 

57 . Quod fi ergo in hac fumma loco x — 1 feribatur 
x , prodibit feriei propofitae terminus fummatorius fummam 
x terminorum compleftens 
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Hinc , fi litterae 
tineant, erit 
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k(x-i)(x--z) .x'x-l)'x-l)(x-l) 

c -J a -f- oc. 

t. 2. 3 i. 2. 3. 4 

b , c , , e , valores ipfis affignatos re- 

SERIEI. 


, &C. 


TERMINUS GENERALIS. 


. / \ 1 1 (*-»X*- 2 ) , , . (*-i)(*-i)(** 3 )f*- 4 ) . 

* 4 -(x- i;H H * — «i e 

' 1.2 1.2.3 1. 2. ,3. 4 

+ &c. * H 

ET TERMINUS SUMMATORIUS. 

..+£ :J}t+<!2Zi2) c +±i HriLtol j + &, 

1.2 1.2.3 1.2. 3. 4 

Invento ergo feriei cuiufvis ordinis hoc , quem offendimus , 
modo termino generali , non difficulter ex eo terminus fumma- 
torius reperietur , quippe qui ex iifdem differentiis conflatur . 

58. Hic modus terminum fummatorium per differen- 
tias feriei inveniendi imprimis ad eiufmodi feries , quae tan- 
dem ad differentias conflantes deducunt , efl accomodatus ; in aliis 
enim cafibus expreffio finita non rcperitur. Quodfi autem ea, 
quae ante de indole termini fummatorii funt expofita, atten- 
tius perpendamus, alius modus fe offert terminum fummato- 
rium immediate ex termino generali inveniendi , qui multo 
latius patet , atque iu infinitis cafibus ad ?xpreffiones finitas 
deducit , quibus prior modus infinitas exhibet . Sit enim pro- 
pofita feries quaecunque. 

a , b , c , d , e , /, &c. 

cuius terminus generalis , feu indici x refpondens fit = X ; 
terminus autem iummatorius fit = S , qui cum fummam tot 
terminorum ab initio exhibeat , quot numerus x continet 
unitates , erit fumma x — 1 terminorum — S — X ; critquc 

adeo 
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adeo X differentia expreflionis S — X , cum relinquatur , fi 
haec a fequente S fubtrahatur. 

yj. Cum igitur fit X = A(S — X) differentia eo modo 
fumta , quem capite praecedente docuimus , hoc tantum di- 
fcrimine , ut quantitas illa conflans <a hic nobis fit = x. 
Quare , fi ad fummas regrediamur , erit 2 X = S — X , 
ideoque terminus fummatorius quaefitus 
S = 2X + X-fC. 

Quaeri ergo debet fumma fun&ionis X methodo ante tradi- 
ta , ad eamque addi ipfe terminus generalis X , eritque ag- 
gregatum terminus rummatorius . Quoniam autem in iummis 
(umendis involvitur quantitas conflans, five addenda five fub- 
trahenda ; ea ad praeftntem cafum accomodari debebit . Ma- 
nifeflum autem efl , fi ponatur x = o , quo cafu numerus 
terminorum fummandorum efl nullus , fummam quoque fore 
nullam; ex quo quantitas illa conflans C ita determinari de- 
bebit, ut polito * — o, fiat quoque S = o. Pofitis ergo in 
illa aequatione S = 2X+X + C tam S = o , quam * = o , 
valor ipfius C invenietur . 

do. Quoniam ergo, hic totum negotium ad fummatio- 
nem funftionum fupra monflratam reducitur, ponendo to=i, 
exinde depromamus fummationes traditas ; ac primo quidem 
pro poteflatibus ipfius x erit 
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quibus accenfeatur fummatio generalis potcflatis x" §. 2 ?. 
tradita , dummodo ibi ubique loco « unitas feribatur . Ha- 
rum ergo formularum ope omnium fericrum , quarum termi- 
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ni generales funt funftiones rationales integrae ipfius x , ter- 
mini fumniatorii expedite inveniri poterunt . 

5t. Denotet S.X terminum iummatorium feriei , cuitrs 
terminus generalis, eft = X ; eritque , ut vidimus , 

S.X = 2X + X + C 

dummodo conflans C ita afliimatur , ut terminus fummato- 
rius S.X evanefcat polito x=so. Hinc igitur terminos fuin- 
matorios ferierum poteftatum , feu quarum termini generales 
comprehenduntur in hac forma x n exprimamus . Pofito itaque 

S.x’’= i + 2"+ 3" + 4"4' • • • + #* 
erit 

sx- = -i- «■ * ■ + { * + i. — .« - i. 

n-f-I 2.3 2. 3. 4. 5 

i , »(»- I )(»- 2 )(»- 3 )(»- 4 ) , »(«“0 

T" ?• * “ 


— x* 3 


+v. 


2. 3. 4- 

5. 5 . 7. 

2. 3 • • 

. 8. 9 

n[n-i) . 


n(n- 1 ) . . 

(»-io) ^ 

2. 3. 4 . 

* *|o» 

• IO.II 

2. 3 . . 

12. 13 

n(n~ 1) , . 

. (»-12) 

i '1 


. (»-14) 


14-15 


2. 3 . . 

^ 438 67 n (n — 1) 
42 2.3. 

1222277 n{n — i) 


2 -3 


15.17 

C«— 15 ) 

— *’ 

18 . 19 

(*— 18) 

— -X"— '9 


>7 


20. 


21 


110 2.3 

. ^ 545 1 3 _ ” — 0 (” — 20 ) 

5 ‘ 2. 3 22 . 23 

1x81820455 n(n — r) (» — 22) _ 

54 5 ’ 2.3 24. 25 

7 6 9779 i 7 »(» — 0 _» (»— 24) 




&c. 


25 . 27 


52 . 
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fi. Hinc ergo fummae pro variis. ipOuj » valoribus 
ita /e habebant,. 


S.x° — X 


S. x* = f x* -f- 7 x 

S. x l — y x* -f- j XX -|- J x 

S.xl =^x» +ixt +J** 

S.x4 = 7 xJ +ix4 + f xl — n x 
S.x* =ix< 4-4** +£*♦ — n ** 

S.x« =fx7 -ffx* — i x» + ^ * 

S.x7 = 4 * 3 +ix7 +i*< — i x4 + h x 1 
S.x* = I,x5 +:** 4" 7 * 7 — h * S -f 7 * ! — h x 
s.xj = .u' 0 + : x» 4 - i* 5 — j x- 1 + i x4 — ,’s x» 

S.* 19 — ix 11 4" 4 # ,a 4* « x7 4" * s — 4 xi 4* <4* 

S.X'»= !«’» 4- jx M 4- rl*'° — 7 ** 4- 5 * 5 T « 4 + £»** 

S.x’*=: r,* ,J 4' f*** 4~ x'*— 7 x’ 4* V * 7 — 'i * 5 + 7 * J 

i * $ I „ 

»71* * 

SxM — i x«4 4- 7 *'5 4- H *•» — V: + 77 * s — Vs *« + g *♦ 


S.M'4 = r i x'S + i*'4 + {.'(-1 
S.x'S = ix' tS + ix t 5 + ±x'4 
S.x'« = i 1 ,x'7 4-4»: ,< +4x'I 


:■ x" 4- ! ,y»f9 — vv« 7 +v»* 

— 4-4 x 

£ * 1 1 4- Yr *' 0 — 4 iV * ? + Vi * s 
— 77 * 4 + V’ ** 
y xM 4- 'i x" — V*’ +T ■ x? 
-aerf+SJS.1-®* 

&c. 


quae fummie ex forma generali ufque ad poteftateni vigefi- 

G mani 
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mam nonam continuari poffunt . Atque adhuc ulterius pro- 
gredi liceret , fi coefhcientes illi numerici ulterius eflent eruti . 

6 3. Ceterum , in his formulis lex quaedam obferva- 
tur , cuius ope quaelibet ex praecedente facile inveniri poteft, 
excepto tantum termino ultimo , fi in eo poteftas ipfius x 
prima contineatur : tum enim in fumma fequente unus ter- * 
minus infuper accedit . Hoc autem omilfo , fi fuerit 

S. .v" = a x " + 1 + x” + x"~‘ — — 3 x”~ i +■ £ jc" — s — £ x"~" t 

+ q x n ~' 9 — &c. 


erit fequens fumma : 

n-f-l . w-j-l - , . »-f-I tf+I , 

S..v , + , = dx*+ J -f — 6 x‘ + , -l ?x’ <Jx , -‘ 

7 / +2 n+i n n - 2 


4 


£*"-♦- 


»+I * , . »+I , „ 

c *'- 6 ^ n x—* — &c. 


n — 8 


unde fi n fuerit numerus par , fequens fumma vera prodit : 
at fi n fuerit numerus impar, tum in fequente fumma prae- 
terea defiderabitur terminus ultimus, cuius forma erit±<px. 
lnterim tamen hic fine aliis fubfidiis ita inveniri poterit . 
Cum enim fi ponatur x= 1 , fumma unici tantum termini , 
( hoc eft terminus primus , qui erit = 1 ) oriri debeat : 
ponatur in omnibus terminis iam inventis x = 1 , ipfaque 
liunraa ftatuatur = 1 , quo fa£lo valor ipfius <p elicietur , eo- 
que invento ulterius progredi licebit . Atque hoc pafto 
omnes iftae fummae inveniri potuiflent . Sic , cum fit 

S.X<=! i *»+ i X* h X* 

erit S.*‘ = |.ixf — y.>’ + <J)x 
feu S. x* = i x r + t ** + 7 * 5 — | x’ + (p x . 

Ponatur nunc x = 1 , fiet 1=27+7+7— - 7 -f- <p idcoque 
<P = 7 — 7— uti ex forma generali invenimus. 

£>4. Ope harum formularum fummatoriarum nunc faci- 
le omnium ferierum , quarum termini generales funt funflio- 
res ipfius x rationales integrae , termini fummatorii inveniri 


po- 
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poterunt , hocque multo expeditius , quam praecedente me- 
thodo per differentias . 

EXEMPLUM I. 

htvenrre terminum fummatorium huius feriei 
2 > 7 > 1 S > 2<*,40, 57> 77,ioo,i26,8cc. 

3 xx 4 * x 

cuius terminus generalis cfl . 

Cum terminus generalis conflet duobus membris, quaeratur 
pro utroque terminus fummatorius ex formulis fupcnotibus 
S. 1 **= 7 *’ -f- ^ x x 4 - j * 

& S. 7 * =3 . ..^XX-f-^X 

, . 2 x a 4* x 

' eritque S.-? = j» 3 -f-xx-f-j x = ix(x-f- 1)’ 

qui ell terminus fummatorius quaefitus. Sic , fi ponatur 
k = 5 , erit 6 ' = po , fumma quinque terminorum 
2 + 7+ iS + 2<J + 4o= 9 °> 

EXEMPLUM II. 

Invenire terminum fummatorium feriet 

1, 2 7 > * 2 5 » 343 > 7 2 P > .1331» &c* 

quae continet cubos numerorum imparium . 

Terminus generalis huius feriei eft 
= (2 x — i ) 3 = 8 x 3 — 12 x* -f- 6 x — - x , 
unde terminus fummatorius fequenti modo colligetur . 

+ 8. S. x 3 = ax 4 -f - 4X 1 -f- 2x’ 

& — 12. S. x’ = . — 4X 3 — - 6 x* 2X 

atque -f- 6 . S. x = . . . + jx’ -f- 3X 
denique — 1. S. x° = — xi 


Erit fcilicet fumma quaefua = zx* — x 1 — xx (zxx — 1). 

Uti, fi ponatur #=d erit 3 6. 71 =2556 fumma fex terminorum 
feriei propofitae =14-27 + 123 -f- 343 + 7 2 P+ 1331 = 255^. 
6 5. Quod fi terminus 'generalis fuerit produftum ex 
. G 2 fa£lo- 
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Si 


fir£t oribus fimplicibus , tum terminus fummatorius facilius re- 
ferietur per ea, quae iiipra §. 32. Se fequentibus funt tradi- 
ta. Cum enim , pofito <0= 1 , fir 
Z (* + ») = t(* + " — 1 )(*+») 

& z (*+») (*+»+0 = t (*+» — 0 («+») (*+»+0 

& 2 (4»X440(*H40 = i(4»-0(4»X*+»+0(4»+0 

&c. 


fi ad has fummas ipfbs terminos generales addamus , fimulque con- 
flantem adiiciamus , quae pofito x—o, reddat terminum fumma- 
torium evanefeentem, fequeutes obtinebimus terminos fummatorios 

S- O-pO = \ (*+») ( 44-0 — i «(«+ 1 ) 

& S.(*+»X44 - 1 )=i (*+»X*+»+ 1 X*44- 2 ) — i »(»+ 0(4- 0 
& S .(4 «)(*+»+ 0(4»+ 0- ; (*+»X4»+ 0(44 2 ) (»+4- 3 ) 

— ( »(»+0 (»+ 0(»+0 


ficqne porro. 

Si ergo fuerit vel n = o vel n = — 1 , quantitas conflans 
in his fummis evanefeit. 

66 . Seriei ergo 1,2,3', 4, 5, & c - cu ius terminus 
generalis eft~:v, terminus fummatorius erit *= t * (ar-f-t) 
fcriefquc fummatrix haec: 1, 3, 6 , 10, 15, &c. cuius porro 

terminus fummatorius erit = i(£+iHr±i) * foics f„ m . 

1-2-3 

matrix liaec: 1 , 4, 10, 20, as, &c. Haec vero denuo termi- 

x(*+i) (x+z) (x + 3) 

~r.~——-r ’ qui 

erit terminus generalis feriei 1, 5, 15, 35, 70,8:0. huiufquc 

r ... *(*-+i)(*+2)(*+3)(*+4) 

terminus fummatorius erit =: , 

1. 2. 3. 4. s 


num fummatorium habebit ra. 


Hae autem feries prae reliquis probe funt notandae, quoniam 
earum ubique ampliflinius efl ufus . Ex his enim defumun- 
tur cocHicicntes binomii ad dignitates elevati , qui quam late 
pateant , cuique in his rebus parum verfiito abunde confiat . 


CAPUT II. 


6 ~. Ex his etiam illi termini fummatorii, quos ante 
cx differentiis elicuimus, facile inveniuntur. Cum enim ibi 
terminum generalem fequenti forma invenerimus expreffum 

fa. 

I 1.2. 1.2. 3 

fi cuiufque membri terminum fummatorium quaeramus eofque 
omnes addamus , habebimus terminum fummatorium huic 
termino generali convenientem. Sic cum fit 

S r = x 

& S (Af i) = 7 *(.V 1) 

atque S (>r — i) (at — 2) = 7x(jr — i)(a; — 2) 

& S (x— l){x— 2,{at— 3) = i * (*— 1 )(*— 2 )u— 3) 

&c. 

• * ' r 

erit terminus fummatorius quaelitus : 

,,+fkZ: ' 1 &+ 

1.2 I. 2. 3 I. 2. 3. 4 

quae forma non diferepat ab ea, quam ante ex differentiis 
obtinuimus . 

< 58 . Deinde etiam haec terminorum fummatorioruni 
inventio ad frafliones accomodari- potefl : quia enim fupra 
§. 34. invenimus efie , ponendo co=i 

1 1 

S ~ 1 ’ x + n 

. . r t 

‘ 1 Af+»+i »+1 

Simili modo , fi ad iummas fupra inventas ipfos terminos 
generales addamus , feu quod idem efl , fi in illis exprefftoni- 
bus loco x ponamus * 1 habebimus 

s . £ = _I. 1 

4--. 
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(* + ») (x + »4-i) (*4-„4- 3 ) 

r i , ^ i 

3 (xftf+r)(x+»+2)(x-f->j-t-3) 3 («-fi) (>/+z) (n+s) 

quae formae facile pro lubitu ulterius continuantur . 

6$. Quia erit S. 1 11 


erit quoque 


(*+■»)(* 

S. S. = 

x + n x-f-»+i 


» + r 

I 


*-}-»+ 1 
i 


~ T .. ( * n -f I X+W+-I 

etfi ergo neuter horum duorum terminorum fummatoriorum 
feorfim exhiberi potell, tamen eorum differentia cognofcitur; 
Jlincque in pluribus cafibus fummae feriorum fatis expedite 
aflignantur : id quod ufu venit , fi terminus generalis fuerit 
fraftio , cuius denominator in faflores fimplices refolvi po- 
teft . Tum enim tota fraftio in fra£tiones partiales refolva- 
tur ; quo faflo, ope huius lemmatis mox patebit, utrum 
terminus fummatorius exhiberi queat nec ne. 

EXEMPLUM I. 

Invenire terminum fummatorium feriet huius : 

' + i + i + s + h + fi + &c. 

cuius terminus generalis cjl ~ — . 

xx-f-x 

Terminus ifte generalis per refolutionem reducitur ad hanc 

formam — — — ■ — . Hinc terminus fummatorius erit 

x #-f i 

= 2S.— — 2 S.^-p , qui ergo per praecedens lemma erit 


x 


2X 


— j,+i — 7P7* Sic ’ fl fit x== 4 } erit 7=1+7 + 1 + £• 

EXEMPLUM II. 

Quaeratur terminus fummatorius feriet huius .• y , ii , ii , f, , nj , &c. 
. cuius terminus generalis eft — . 

4XX+-4X— 3 
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Quia termini generalis denominator habet faflore, 
2x — i & 2x4-3, is refolvetur in has partes: 

I £ I £ I £ I 

2X — I 42^ + 3 b'x — i 8 ■ x-|-i’ 

i 


I 

4 ' 


At eft S. - = S. — — - -f- 2 ■ 

x—t 

s-rR=s-,-ii+i 
s -,-i-s-£r=* + ! 


& 


«+i 

1 




*-H ’ ' 3 * + f 


1 

*Ti 


cuius pars oftava dabit terminum fummatorium quaefitum nempe 

I+_L l 5_ _ _1_ + 1__ _ 

4 12 8x4.4 8*4.12 4x4.2 3(4*4-*) 3(2x4. 1X2x4. 3) * 

70. Quoniam numeri figurati , quos coefficientes binomii ad 
dignitates evefli praebent, prae ceteris notari merentur, fum- 
mas ferierum exhibeamus , quarum numeratores fint = 1 
denominatores vero' numeri figurati ; id quod ex §. < 58 . facile 
fiet . Seriei ergo cuius 


Terminus generalis eft 
1 . 2 
x(x+i) 
I. 2. 3. 


Terminus fummatorius erit 


1. 


x(x-f-i)(x+2) 
2. 3. 4 


<*+ 0 (*+ 2 X*f 3 ) 

1 . 2. 3. 4. 5 


* (*+ 0 (*+ 2 ) (*+ 3) (*+4) 

&c. 


#+1 

z. 


(*+l)(*+2) 

r. 2 . 4 

(H-I)(X+2 X *-^) 

i! l: £ 5 _ 

(*+iX*+*)(*+3)(*+4) 

Scc. 

un- 
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unde lex, qua illae exprelfioues progrediuntur , (ponte appa- 
ret . Neque vero hinc terminus fummatorius , qui conveniat 

termino generali — , colligi potefl , quippe qui per formulam 
x 

definitam exprimi nequit . 

71. Quoniam terminus fummatorius praebet lu minam 
tot terminorum , quot unitates continentur in indice .v j ma- 
n i felium eft harum ferierum in infinitum continuatarum fum- 
mas obtineri , fi ponatur index x infinitus : quo cafu expref- 
fionurn modo inventarum termini polteriores , ob denomina- 
torcs in infinitum abeuntes , evanelccut . 

Hinc illae leries infinitae finitas habebunt fummas , quae erunt 


T + j + i + h + i' 

+ 

&C. 

i+i + s-f~a + fi 

+ 

&c. 

x + 7 + 'h + £ + k 

+ 

& c. 

1 + i + h + r. + ii 

+ 

&c. 

i*+y + 5 + ^ + ni 

+ 

&c. 

&C. 




Omnium ergo ferierum , quarum termini fummatorii haben- 
tur , in infinitum continuatarum fummae exhiberi poterunt 
pofito x = 00 , dummodo hoc cafu fummae fiant finitae : 
quod quidem evenit , fi in termino fummatorio x tot ha- 
beat dnnenfiones in denominatore , quot habet in numera- 
tore . 


CA- 
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CAPUT III. 

DE INFINITIS 
ATQUE INFINITE PARVIS. 


7i- 

Cum omnis Quantitas, quantumvis fit magna, ulterius 
augeri poflit , neque quicquam obftet , quominus ad datam 
quantitatem quamcumque alia quantitas eiusdem generis addi 
queat ; omnis quoque quantitas fine fine augeri poterit : neque 
enim unquam tam magna fiet , ut ipfi nihil amplius adiici 
poflit. Nulla igitur datur quantitas tam magna, qua maior 
concipi nequeat : hincque extra dubium erit politum , omnem 
quantitatem in infinitum augeri poffe. Qui enim hoc nega- 
verit , is affirmare cogitur , dari «mitem , quem quantitas , 
cum attigerit , fuperare nequeat , atque ideo ftatuere debebit 
quantitatem, cui nihil amplius adiici poflit ; quod cum fit 
abfurdum atque quantitatis notioni adverfetur , neceflario con- 
cedendum eft, omnem quantitatem fine fine continuo magis, 
hoc eft , in infinitum augeri poffe . 

73. In fingulis quantitatum fpeciebus hoc etiam clarius 
perfpicietur . 'Sic , nemo facile reperietur , qui ftatuerit feriem 
.numerorum naturalium 1 , 2, 3,4, 5 , d , &c. ita ufquam 
efle determinatam , ut ulterius continuari non poflit . Nullus 
enim datur numerus , ad quem non infuper unitas addi , fic- 
que numerus fequens maior exhiberi queat ; hinc feries nu- 
merorum naturalium fine fine progreditur , neque unquam 
pervenitur ad numerum maximum , quo maior prorfus non 
detur. Simili modo linea refla nunquam eoufque produci po. 
teft , ut infuper ulterius prolongari non poflit . Quibus evin. 
citur, tam numeros in infinitum augeri, quam lineas in in. 
finitum produci poffe . Quae cum fint fpecies quantitatum ,- 

H fimul 
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fimul intelligitur , omni quantitate , quantumvis fu magna , 
adhuc dari maiorem , hacque denuo maiorem, iicque augendo 
continuo ulterius fine fine , hoc efl in infinitum , procedi 
polle . 

74. Quanquam autem haec funt adeo perfpicua , ut 
qui ea negare vellet , fibi ipfe contradicere deberet ; tamen 
ilta infiniti doftrina a pluribus, qui eam explicare funt co- 
nati, tantopere efl offufcata, tantifque difficultatibus atque 
etiam contradiQionibus obvoluta } ut, qua fe extricarent, 
nulla via pateret . Ex eo , quod quantitas in infinitum auge- 
ri .poffit , quidam concluferunt , dari revera quantitatem infi- 
nitam , eamque ita defcripferunt , ut milium amplius aug- 
mentum fufeipere poffit . Hoc autem ipfq ideam quantitatis 
evertunt , dum eiulmodi quantitatem flatuunt , quae ulterius 
augeri nequeat. Praeterea vero fecuin ipfi infinitum admitten- 
tes pugnant ; dum enim incrementi , quo quantitas fit capax , 
finem laciunt , fimul negant quantitatem fine fine augeri pof- 
fe, neganr ergo quoque quantitatem in infinitum augeri pofi 
fe, quoniam utraque locutio congruit: ficque, dum quantita- 
tem infinitam flatuunt , eam fimul tollunt . Si enim quantitas 
fine fine, hoc eli in infinitum , augeri nequeat, certe nulla 
quantitas infinita exiflere poterit. 

75. Hinc igitur ex eo ipfo , quod omnis quantitas in 
infinitum augeri poffit, fequi videtur nullam dari quantita- 
tem infinitam . Quantitas enim continuis incrementis au£la , 
infinita non evadet, nili iam fine fine increverit: quod au- 
tem fine fine fieri debet, id noti ranquam iam faflum conci- 
pi potefl . Interim tamen non folum huiufmodi quantitatem , 
a.l quam incrementis fine fine cotigeflis pervenitur, certo cha- 
ra flere indicare , ficque debito modo in calculum inducere li- 
cet , uti mox fufius oflendemus ; fed etiam in mundo eiufmo- 
di cafus exiflere , vel faltem concipi poliunt , quibus nume- 
rus infinitus aflu exiflere videatur. Sic fi materia in infini- 
tum fit divifibilis, uti plures Philofophi flatuerunt, numerus 

par- 
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partium , quibus datum quodque materiae fruftum condat 
revera erit infinitus ; fi enim ftatueretur finitus , materia cer- 
re non in infinitam foret divifibilis . Simili modo fi univer- 
fus mundus efiet infinitus, uti pluribus placuit, numerus cor- 
porum mundum componentium finitus certe efle non poflet , 
ioretque ideo quoque infinitus . 

j 6 . Haec etiamfi inter (e pugnare' videantur, tamen 
fi attentius perpendantur , a cunftis incommodis liberari po- 
terunt . Qui enim ftatuit materiam in infinitum efle divifi- 
bilem j is negat in divifione materiae continua unquam ad 
partes tam parvas perveniri , quae ulterius dividi- nequeant : 
nullas ergo materia habebit partes, ulterius individuas; cum 
fingulae particulae-, ad quas per continuam divifionem iam 
fit perventum, ulterius fe fubdividi patiantur. Qui igitur 
dicit hoc cafu numerum partium fore infinitum , is partes 
ultimas , quae ulterius fint individuae , intelligit ; ad quas 
cum nunquam perveniatur , & quae- propterea nullae funt , is 
has iplas partes , quae nullae funt , numerare conatur . Si 
enim materia fino fine continua ulterius fubdividi poteft , 
partibus individuis feu fimplicibus prorfus caret : neque adeo 
quicquam fuperefl , quod numerari queat . Hanc ob rem qui 
materiam in infinitum divi fi bilem ftatuit , is fimul negat , 
fnateriam e* partibus fimplicibus efle compofitam . 

77. Quod fi autem , dum de partibus alicuius corporis 
feu materiae loquimur , non ultimas feu fimplices , quippe 
quae nullae funt , imelligamus , fed eas , quas divifio revera 
produxit ; tum admifla hac hypothefi de divifibilitate mate- 
riae in infinitum , unumquodque vel minimum materiae fru- 
ftum non folum in plurimas partes diflecari, fed etiam nul- 
lus numerus tam magnus aflignari poterit, quo non maior 
partium ex illo frufto feflarum numerus exhiberi queat . Nu- 
merus ergo partium non quidem ultimarum , fed quae iplae 
adhuc fint ulterius divifibilcs , quae unumquodque corpus 
componunt , omni numero alfignabili erit maior . Simili mo- 
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do , fi univerfus mundus fit infinitus , numerus corporum 
mundum conftituentium pariter omni aflignabili erit maior ; 
qui cum finitus efle nequeat , (equitur numerum infinitum tk 
numerum omni aflignabili maiorem efle nomina fynonyma . 

78. Qui ergo hoc modo divifibilitatem materiae in 
infinitum intuetur, nullis incommodis, quae vulgo huic opi- 
nioni imputantur , fi: implicat , nihilque affirmare cogitur , 
quod fanae rationi adverfetur . Qui autem contra materiam 
in infinitum divifibilem efle negant, ii in maximas difficul- 
tates prolabuntur', ex quibus fe nullo prorfus modo extrahe- 
re poliunt. Statuere enim coguntur unumquodque corpus non- 
nifi in certum partium numerum difiecari polle , ad quas fi 
fuerit perventum , nulla divifio ulterior locum inveniat ; quas 
ultimas particulas alii atomos , alii monades atque entia ftm- 
plicia vocant . Cur autem iftae ultimae particulae nullam 
amplius divifionem admittant, duplex efle poteft caufa : alte- 
ra, quod omni extenfione carcant; altera quod quidem fint 
extentae, fed tamen tam durae atque ita comparatae, ut 
nulla vis ad eas diflecandas fufficiat. Utrumvis patroni huius 
opinionis dicant , fefe aeque difficultatibus implicant . 

79. Sint enim ultimae particulae omnis exteufionis 
expertes, ita ut partibus prorfus careant ; qua explicatione 
quidem ideam entium fimplicium optime tuentur. At, quem- 
admodum corpus ex finito huiufmodi particularum numero 
conflare queat , concipi nullo modo poteft . Ponamus pedem 
cubicum materiae ex mille huiufmodi entibus fimplicibus efle 
compofitum , huneque aftu in mille partes fecari ; quae fi 
fint aequales , erunt digiti cubici : fin autem fint inaequales , 
aliae erunt maiores aliae minores. Unus igitur digitus cubi- 
cus foret ens fimplex , ficque maxima refultarct contradiffio ; 
pifi forte in digito cubico inefle tantum unum ens fimplex , 
reliquumque fpatium vacuum efle dicere velint : at vero 
hoc modo continuitatem corporum tollerent , praeterquam 
quod ifti Philofophi vacuum plane ex mundo profligant . 

Quodii 
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Quodfi obiiciant numerum entium fimplicium , quae pedem 
cubicum materiae conflituunt, millenario longe efle maiorem, 
nihil qmnino lucrantur : incommodum enim , quod ex nume- 
ro millenario fequitur, ex quovis alio numero quantum- 
vis magno aeque manat . Hanc difficultatem Acutiflimus 
LEIBN 1 Z 1 US , primus monadum inventor , probe perfpexit , 
dum materiam abfolute in infinitum divifibilem ede ftatuit. 
Neque ergo ante ad monades pervenire licet, quam corpus 
a£lu in infinitum fit divifum . Hoc ipfo autem exiftentiam 
entium fimplicium, ex quibus corpora conflent, penitus tol- 
lit : nam qui negat corpora ex entibus fimplicibus efle com- 

t iofita, & ille qui ffatuit corpora in infinitum efle divifibi- 
ia, in eadem prorfus funt fententia. 

80. Neque magis autem fibi confiant , fi dicunt ulti- 
mas corporum particulas extenfas quidem efle , fed ob fum- 
mam duritiem in partes divelli non pofle. Cum primum 
enim in ultimis particulis extenfionem admittunt , eas ex 
partibus compofitas efle ftatuunt, quae, utrum revera a fe 
invicem feprari queant nec ne , parum refert ; etiamfi nul- 
lam caufam aflignare poffint , unde tanta durities fit orta . 
Nunc autem plerique , qui divifibilitatem materiae in infini- 
tum negant; hoc pofterius incommodum fatis fenfifle viden- 
tur , quia priori ideae partium ultimarum potiffimum inhae- 
rent ; hafque difficultates aliter diluere non poflunt , nifi ali- 
quot leviufculis metaphyficis diftinflionibus , quae maximam 
partem eo tendunt , ut ne confequentiis , quae fecundum ma- 
thematica principia formantur, fidamus; neque dimenfiones 
in partibus fimplicibus adhiberi oportere regerunt. At pri- 
mum demonftrare debuiflent , iftas luas partes ultimas , qua- 
rum determinatus numerus corpus conftituat , extenfas prorfus 
non efle . 

8r. Cum igitur ex hoc labyrintho exitum nullum in- 
venire , neque obieflionibus debito modo occurrere queant , 
ad diftinftiones confugiunt, refpondentes has' obie£liones a 

fen- 
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fenfibus atque imaginatione fuppeditari , in hoc autem nego- 
tio folum intellcilum purum adhiberi oportere; fenfus autem 
ac ratiocinia inde pendentia faepiffime fallere. Intelle&us fci- 
Jicet purus aguofcet fieri pofle , ut pars millefima pedis cubi- 
ci materiae omni extenfione careat , quod imaginationi ab- 
furdum videtur . Tum vero , quod fenfus faepenumero fal- 
lant, res vera quidem eft, at nemini minus quam mathemi-' 
ricis opponi poteft. Mathcfis enim nos imprimis a fallacia 
fenfuum defendit , atque docet obiedia , quae fenfibus perci- 
piuntur , aliter revera efle comparata , aliter vero apparere : 
haecque fcientia tutiffima tradit praecepta , quae qui fequun- 
tur , ab illufione fenfuum immunes fune . Huiufmodi ergo re- 
fponfionibus , tantum abeft , ut Metaphyfici fuam do&rinam 
tueantur , ut eam potius magis fufpe£tam efficiant . 

82. Verum ut ad propofitum revertamur , etiamfi quis 
neget in mundo numerum infinitum revera exiftere ; tamen 
in fpeculationibus mathematicis faepiffime occurrunt queflio- 
nes , ad quas, nifi numerus infinitus admittatur, refponderi 
iion poflet . Sic , fi quaeratur fumma omnium numerorum , 
qui hanc feriem r4*i-f-3 + 4+5 + &c. conftituunt ; quid 
illi numeri fine fine progrediuntur , atque crelcunt , eorum 
omnium fumma certe finita efle non poterit: quo ipfo effici- 
tur , eam efle infinitam . Hinc , quae quantitas tanta eft , ut 
omni quantitate finita fit maior, ea non infinita efle nequit. 
Ad huiufmodi quantitatem defignandam Mathematici utuntur 
hoc figno 00 , quo denotatur quantitas omni quantitate fini- 
ta , feu affignabtli , maior. Sic cum Parabola ita definiri 
queat, ut dicatur efle Ellipfis infinite longa, refle affirmare 
poterimus axem Parabolae efle Lineam redfam infinitam . 

83. Haec autem infiniti doffrina magis illuftrabitur , 
fi quid fit infinite parvum Mathematicorum expofuerimus . 
Nullum autem efl dubium , quin omnis quantitas eoufque 
diminui queat , quoad penitus evanefeat , atque in nihilum 
abeat. Sed quantitas infinite parva nil aliud eft nifi quantitas 

eva- 
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evanefcens, ideoque revera erit = o. Confentit quoque ea 
jnfinite parvorum definitio, qua dicuntur omni quantitate af- 
/ignabili minora : fi enim quantitas tam fuerit parva , ut 
omni quantitate afliguabili fit minor , ea certe nou poterit 
non efie nulla; namque nifi efiet — o , quantitas affignari 
pofiet tpfi aequabis, quod efl contra liypqthefin . Quaerenti 
ergo , quid fit quantitas infinite parva in Mathefi , refpoude- 
rnus eam «fle revera = o : neque ergo in hac idea tanta 
Myfleria- Jatent, quanta vulgo putantur, & qua? pluribus 
calculum infinite parvorum admodum fufpe£turti reddiderunt . 
Interim tamen dubia, fi quae fupererunt , in fequentibus, ubi 
hunc calculum fumus tradituri, iunditus tollentur. 

84. Cum igitur offenderimus, quantitatem infinite par- 
vam revera eile cyphram , primum occurrendum efl obieflio- 
ni , cur quantitates infinite parvas non perpetuo eodem cha- 
raftere o defignemus , fed peculiares notas ad eas defignandas 
adhibeamus . Quia enim omnia nihila funt inter fe aequalia , 
fupetfluum videtur variis fignis ea denotare. Verum quam- 
quam duae quaevis cyphrae ita inter fe funt aequales , ut 
earum differentia fit nihil : tamen , cum duo fint modi com- 
parationis , alter arithmeticus , alter geometricus ; quorum il- 
lo differentiam , hoc vero quotum ex quantitatibus compa- 
randis ortum fpc£famus; ratio quidem arithmetica inter binas 
quafque cyphras eft aequalitatis , non vero ratio geometrica. 
Facillime hoc perfpicietur ex hac proportione geometrica 
2 : 1=0:0, in qua terminus quartus efl = o , uti ter- 
tius. Ex natura autem proportionis, cum terminus primus 
duplo fit maior quam fecundus , neceffe efl , ut & tertius du- 
plo maior fit quam quartus . 

85. Haec autem etiam in vulgari Arithmetica funt 
planiffima : cuilibet enim notum efl , cyphram per quemvis 
numerum multiplicatam dare cyphram , efleque n. 0 = 0, fic- 
que fore »: 1 = 0:0. Unde patet fieri poffe, ut duae cy- 
phrae quamcumque inter fe rationem geometricam teneant , 

etiamfi, 




vero ratio aequalitatis inde patet , quod fit — 

(l 

Hinc fequitur canon ille maxime receptus, quod infinite par- 
va prae finitis evanefeant , atque adeo horum refpeclu rciici 
queant. Quare illa obie£lio , qua Analyfis infinitorum rigo- 
rem geometricum negligere arguitur , fponte cadit , cum nil 
aliud reiiciatur , nifi quod revera fit nihil. Ac propterea 
iure affirmare licet in ltac fublimiori fcientia rigorem geo- 
metricum fummum , qui in Veterum libris deprehenditur , 
aeque diligenter obfervari . 

88. Quoniam quantitas infinite parva d x revera cft 
=o , eius quoque quadratum d x z , cubus dx>, & quaevis 
alia poteftas affirmativum habens exponentem erit cr o , ideo- 
que aeque prae quantitatibus finitis evanefeent . At vero 
etiam quantitas infinite parva d x z prae ipfa dx evanefeit; 
erit enim dx±dx 8 ad dx in ratione aequalitatis, five com- 
paratio arithmetice five geometrice inftituatur. De priori 
quidem dubium eft nullum , at geometrice comparando erit 


dx±dx ' : dx — 


d x ±dx z 
d x 


= 1 + </*=! 


Pari modo erit dx i dx 1 — dx. Si generaliter dx + dx " + '—dx, 
dummodo fit » numerus nihilo maior : erit enim ratio geo- 
metrica dx± dx " + ' : d x— i 4 d x” j ideoque , ob d x” — o, 
ratio aequalitatis. Si igitur uti in poteftatibus fit , vocetur 
dx infinite parvum primi ordinis , dx * fecundi ordinis, 
dx 3 tertii ordinis & ita porro , manifeftum eft prae infinite 
parvis primi ordinis , evanelccre infinite parva altiorum or- 
dinum . 

8p. Simili modo oftendetur infinite parva tertii ac fu- 
periorum ordinum evanefeere prae infinite parvis ordinis fe- 
cundi j atque in genere infinite parva cuiufque ordinis fupe- 
rioris evanefeere prae infinite parvis ordinis inferioris - Ita ft 
m fuerit numerus minor quam n, erit</<f .v”' + bdx" — adx m , 
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quia dx" cvanefcit prae d x'" , uti oftendimus. Hocque etiam 
in exponentibus fraflis habet locum ; ita dx cvanefcet prae 

l_ 

Vi Ix feu dx s , eritque a</d x + b d *= a>Jd x . Quodfi au- 
tem exponens ipfius dx fit=o , erit d x° = i , quamvis 
fit dx — o; hinc poteftas dx" , cum fiat =i , fi fit n = o, 
ex finita ftatim fit quantitas infinite parva , atque exponens n 
nihilo fit maior. Hinc ergo infiniti ordines infinite parvo- 
rum exifiunt , quae etli omnia fint — o, tamen inter te pro- 
be diftingui debent , fi ad carum relationem mutuam , quae 
per rationem geometricam explicatur, attendamus. 

90. Stabilita notione infinite parvorum facilius indo- 
lem infinitorum feu infinite magnorum exponere poterimus. 

Notum eft valorem fraflionis — eo maiorem evadere , quo 

magis diminuatur denominator z; quare fi z fiat quantitas 
omni aflignabili quantitate minor , feu infinite parva, necelie 

clt ut valor fraflionis -i- fiat omni a/fignabili quantitate ma- 


ior, ideoque infinitus. Qitamobrcm fi unitas feu quaevis alia 
quantitas finita dividatur per infinite parvum feu o , quotus 
erit infinite magnus, ideoque quantitas infinita. Cum igitur 
hoc fignum 00 denotet quantitatem infinite magnam , illa 


habebitur aequatio 


M 

d x 


zzl 00 ; cuius veritas quoque hinc pa- 


tet, quod fit invertendo — — dx — o. Namque quo maior 

llatuitur fraflionis — denominator z, co minor fit fraflio- 
z 

nis valor , atque fi z fiat quantitas infinite magna leti 

z~co , necefle eft, ut fraflionis valor — fiat infinite parvus 

00 


91. Qui utrumvis horum ratiociniorum negaverit eum 


in 
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in maxima incommoda prolabi , atque adeo certi ffima Analy- 
feos fundamenta evertere necefle eft . Qui enim flatui t valo- 

rem fraflionis — efib (initum uti b , utrinque per denomina. 

torem multiplicando prodiret a—o.b , atque ideo quantitas 
finita b per nihil o multiplicata praeberet quantitatem fini- 
tam <j, quod edet abfurdunt . Multo minus v.Tlor ille b fia- 

flionis — poterit ede =o : nam o per o multiplicata quan- 
titatem a producere nullo modo poterit . In idem abfurduin 

incidit , qui negat ede — == o y ei enim dicendum erit ede 

©o 

— = quantitati finitae b : quare cum ex aequatione — — b 

oo oo 


legitime fequatur haec oo— ' t - , foret valor fraftionis-^, cu- 

b b 


ius numerator ac denominator funt quantitates finitae , infini- 
te magnus, quod perinde foret abfurduin. Neque vero etiam 

valorcs fraflionuin ~ & JL imaginarii datui podimt; pro- 

o oo 

pterea quod valor frailionis , cuius numerator cd finitus de- 
nominator vero imaginarius , neque infinite magnus neque 
infinite parvus ede poted . 

pz. Quantitas ergo infinite magna, ad quam nos haec 
confideratio perduxit , & quae fola in Analyfi infinitorum 
locum habet, commodidime definitur dicendo, quantitatem 
infinite magnam ede quotum , qui ex divifione quantitatis 
finitae per infinite parvam oritur . Vicifiim ergo erit quanti- 
tas infinite parva quotus , qui oritur ex divifione quantitatis 
finitae per infinite magnam . Quare , cum eiufmodi proportio 
geometrica fubfidat , ut fit quantitas infinite parva ad fini- 
tam, ira finita ad infinite magnam; uti quantitas infinita in- 
finities maior eft quam finita, ita quantitas finita infinities 

I 2 ma- 
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maior erit quam infinite parva . Huiufmodi igitur locutiones, 
quibus plures offenduntur , non funt improbandae , cum cer- 
tiflimis innitantur principiis. Deinde etiam ex aequatione 

-^=00 fcquitur fieri poffe , ut nihil per quantitatem infini- 
te magnam multiplicatum producat quantitatem finitam, quod 
alienum videri poffet , nili planiffime per legitimam conse- 
quentiam effet deduftum. 

P3. Quoniam inter infinite parva , fi Secundum ratio- 
nem geometricam iuter /e comparantur, maximum deprehen- 
ditur diferimen , ita quoque inter quantitates infinite magnas 
multo maior differentia intercedit , cum non fidum geometri- 
ce fed etiam arithmetice comparatae dilcrepent. Ponatur quan- 
titas illa infinita, quae ex divifione quantitatis finitae a per 

infinitae parvam </* oritur, — A, ita ut fit — =A terit 

ax 

utique 2 — = zA &^=;/A; cum igitur & » A fit quanti- 
tas infinita , Sequitur inter quantitates infinite magnas ratio- 
nem quamcunque locum habere poffe. Hincque , ii quantitas 
infinita per numerum finitum Sive multiplicetur , five divi- 
datur, prodibit quantitas infinita. Neque ergo de quantita- 
tibus infinitis negari poteft, eas ulterius augeri poffe. Facile 
autem perlpicitur , fi ratio geometrica, quam duae quantita- 
tes infinitae inter lc tenent , non luerit aequalitatis , multo 
minus earum rationem arithmeticam aequalitatis effe polle, 
cum potius earum differentia Semper fit infinite magna. 

P4. Quantumvis autem nonnullis idea infiniti , qua in 
Mathefi utimur , Sulpefla videatur , qui hanc ob cauSam 
Analyfin infinitorum profligandam arbitrantur ; tamen hac 
idea ne in partibus quidem Matheleos trivialibus carere poS- 
funius . In Arithmetica enim , ubi doftrina lognrithmoium 
tradi Solet , logarithmus cyphrae & negativus & infinite nia- 

gnus 
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gruis ilatuitur , neque quifquam cft tam mente captos , ut 
hunc logarithmum vel finitum vel adeo nihilo aequalem di- 
cere audeat . In Geometria autem & Trigonometria hoc 
clarius apparet ; quis enim unquam negabit tangentem fecan- 
ternve anguli re£li non e ile infinite magnam ? & cum redlan- 
gulum ex tangente in cotangentem fit radii quadrato aequa- 
le , cotangens autem anguli redii fit =o ; in Geometria 
adeo concedi debet , produ&um ex nihilo & infinito efle 
polle finitum . 

$>5. Cum fit -— quantitas infinita A , patet hanc 
dx 

A 

quantitatem — - fore quantitatem infinities maiorem , quam A : 

(* X 

a A 

elt enim — : — —a ; A, hoc efl ut numerus finitus ad 
d x d x 

infinite magnum . Dantur ergo inter quantitates infinite ma- 
gnas eiufmodi relationes , ut aliae aliis infinities maiores efle 

queant. Sic 7— erit quantitas infinita infinities maior quam 
dx~' 

a . a . a A ... . 

; polito enim — — = A erit - — = — Simili modo erit 
dx dx dx' dx 

~ - quantitas infinita infinities maior quam — j idcoque in- 
finities infinities maior quam ~ . Dantur ergo infiniti gra- 
dus infinitorum , quorum quifque infinities maior eft quam 
praecedentes : atque adeo fi numerus m vel tantillum maior 

fit quam « erit ~j~r quantitas infinita infinities maior quam 


quantitas infinita 


96 
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96. Quemadmodum in quantitatibus infinite parvis 
dantur rationes geometricae inaequales , cum tamen rationes 
arithmeticae omnes fint aequales : ita in quantitatibus infinite 
magnis dantur rationes geometricae aequales , cum tamen 
arithmeticae fint quantumvis inaequales. Si enim a 8c b de- 
notent quantitates finitas ', hae duae quantitates infinitae 
a n 

f- b & — — rationem geometricam habent aequalitatis : 

dx dx 


erit enim quotus ex earum divifione ortus = 1 + ~ 1 

it 

ob dx — o : interim tamen, fi arithmetice comparentur, ob 
differentiam = b , ratio erit inaequalitatis. Simili modo 

+ -j— ad — - rationem geometricam habet aequalitatis, 

exponens enim rationis eft = i-j-</.v=i ; verum tamen 


differentia eft —j— ideoque infinita . Hinc fi ad rationem geo- 
metricam fpeflemus , infinite magna inferiorum graduum prae 
infinite magnis fuperiorum graduum evanefeunt . 

P7. His de gradibus infinitorum praemonitis , mox ap- 
parebit fieri poffe , ut produfhim ex quantitate infinite nva- 
gna in infinite parvam non folum quantitatem finitam pro- 
ducat , quod fupra eveniffe vidimus ; fed etiam huiufmodi 
produftuin clfe poterit five infinite magnum five infinite par- 


um . Sic quantitas infinita — 




multiplicetur , dat produftum finitum =a; fin autem — 

multiplicetur per infinite parvum dx 1 , vel dx '' , vel aliud 
fuperioris ordinis , produflum erit vel adx , vel adx' , vel 
adx 1 Scc. ideoque infinite parvum . Eodem modo intellige- 

tur, fi quantitas infinita — - multiplicetur per infinite par- 
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vam dx , produflum fore infinite magnum : atque gencratim 



multiplicetur per bdx r" , produflum abdx '"~ ” erit 


infinite parvum fi m fuperat n ; finitum fi m aequat n ; & 
infinite magnum fi m luperatur ab n . 

98. Quantitates tam infinite parvae, quam infinite ma- 
gnae in feriebus numerorum faepiffime occurrunt , in quibus 
cum fint numeris finitis permixtae, ex iis luculenter patebit, 
quemadmodum fecundum leges continuitatis a quantitatibus fi- 
nitis ad infinite magnas atque infinite parvas tranfitio fiat . 
Confideremus primum fer i em numerorum naturalium , quae 
fimul retro continuata erit 


&c. — 4 — 3 — 2 — i + o -f- i + 2 + 3 + 4 -f- &c. 

Numeri ergo continuo decrefcendo praebent tandem o feu in- 
finite parvum , unde ulterius continuati negativi evadunt . 
Quamobrem hinc intelligitur a numeris finitis affirmativis 
decrcfcentibus tranfiri per o ad negativos crefcentes. Sin au- 
tem eorum numerorum quadrata fpeftentur, quia omnia fune 
affirmativa 

&c. -f- 16 + 9 + 4 + i + o + i + 4 + P + 1 6 + &c. 
erit o quoque tranfitus numerorum affirmativorum decrefcen- 
tium ad affirmativos crefcentes; atque fi figna mutentur, erit 
quoque o tranfitus numerorum negativorum decrefcentium ad 
negativos crefcentes. 

pp. Si feries confideretur , cuius terminus generalis efl 
Vx, quae etiam retro continuata erit huiufmodi 
&c.+/ — 3 +^ — 2 +v^ — i +o+V" i +/2+/3+V4 + &C. 
ex qua patet o , quoque tanquam limitem confiderari pofie , 
per quem a quantitatibus realibus ad imaginaria tranfeatur . 
Si illi termini tanquam applicatae curvarum confiderentur , 
perfpicitur , fi eae fuerint affirmativae atque eoufque decreve- 
rint ut tandem evanefeant , tum eas ulterius continuatas vel 
fieri negativas , vel iterum affirmativas vel adeo imaginarias , 

idem 
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Idem eveniet , fi applicatae primum fuerint negativae ; tum 
enim aeque poft quam evanuerint , fi ulterius continuentur, 
vel affirmativae fient , vel negativae vel imaginariae ; quorum 
phaenomenorum plurima exempla praebet doctrina de lineis 
curvis in libro praecedente traflata . 

100. Eodem modo in feriebus occurrunt fitepe termini 
infiniti : fic in ferie harmonica , cuius terminus generalis eft 

— , indici # = o refpondebit terminus infinite magnus — ; 

totaque feries ita fe habebit : 

& c— i — * - i + + f + i + * +&c. 

A dextra ergo ad finiftram progrediendo termini crefcunt , 

ita ut — iam fit infinite magnus, quem cum tranfierinr , fient 

negativi decrefientes . Hinc quantitas infinite magna fpedari 
poteft tanquam limes , per quem numeri affirmativi progref- 
li fiunt negativi , & viciffim : unde pluribus vifum eft , nu- 
meros negativos confiderari pofle , tanquam infinito maiores, 
propterea quod in ,hac ferie termini continuo crefcentes , poft- 
quam infinitum attigerint , abeant iti negativos . At vero fi 

ad fericm , cuius terminus generalis eft — , attendamus , poft 

xx 

tranfitum per infinitum rurfus prodeunt termini affirmativi . 

&c. i -f { + ^ + i + f + ; + i + &c. 
quos tamen nemo infinito maiores dixerit . 

101. Saepenumero quoque in feriebus terminus infini- 
tus conftituit limitem , terminos reales ab imaginariis fegre- 

gantem , uti fit in ferie hac , cuius terminus generalis eft — - 


&c.- 


V-3 V-2 V-i 


o Vi t Vi V3 
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neque tamen hinc fequitur, imaginaria efle infinito maiora : 
quoniam ex ferie ante allata 

&c. 4 / — 3 4/ — 2 4/ — i 4o -f-V i 4/2 +V 3 4 &c. 
aeque fequeretur , imaginaria efle nihilo minora . Deinde ve- 
ro etiam a terminis realibus tranfitus ad imaginarios exhiberi 
potefl, quorum limes neque fit o neque oo , uti fir fi ter- 
minus generalis fuerit i 4- V*. His autem cafibus, cum ob 
irrationalitatem quilibet terminus geminum habeat valorem , 
in limite inter realia & imaginaria lemper bini illi valores 
fiunt inter fe aequales. At quoties termini , qui ante erant 
affirmativi , abeunt in negativos , tranfitus femper fit per li- 
mitem vel infinite- parvum. , vel infinite magnum , quae 
omnia ex lege continuitatis, quam in lineis curvis deprehen- 
dimus clarius elucent - 

102. Ex fummatione quoque ferierum in infinitum ex- 
currentium plura hic afferri poflunt , quae cum ad hanc infi- 
niti doifrinam magis- illuftrandam , tum vero ad plura du- 
bia, quae in hoc negotio fuboriri folent , delenda inferviunt. 
Ac primo quidem, fi feries conflet ex terminis aequalibus, ut 
I + I + I + I + I + I+ &c. 
eaque fine fine , hoc eft in infinitum continuetur , nullum 
certe ell dubium , quin omnium horum terminorum fumina 
maior fit omni numero aflignabili ; eaque propterea infinita 
fit neccife eft* Hoc quoque confirmat eius origo , dum ori 
tur ex evolutione frailiouis 

= i -f" * "f" ** 4" a 1 4" &c. 

i — x 

ponendo *= i ; erit ergo 

= i4-r+i4-i4- Scc. 

i — i 

idcoque futnma = = — =r infinito . 

j — i o 

K 
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103. Quamvis autem hic nullum dubium nafci queat, 
cum idem numerus finitus infinities fumtus in infinitum abire 
debeat j tamen ipfa origo ex ferie generali 

— - — = 1 -f- * -f- *’• + x 1 + * 4 + + &c. 

1 — x 

graviffima incommoda afferre videtur : fi enim pro m fucceffi- 
ve ponantur numeri 1 , 2 , 3 , & c. fequentes leries cuna fuis 
fummis prodibunt . 

A ... 1 + 1 + 1 4 -i + 1 4 - &c. — — — =s infinito 

1 — 1 

B. .. 1 4 2 4 4 4 8 4 " i 4 * &c. ~ = — 1 

1 — 2 

C. .. 14-34- 9 4 - -7 4 - 81 4 " &C. = -j — ^ = — I 

D . . . i 4- 4 4 - 16 4- <4 + 256 4 - &c. = — — = — y 

1 4 

&c. 

Cum igitur feries B finguios terminos praeter primum ha- 
beat maiores , quam feries A , fumma feriei B neceflario 
multo maior effe deberet , quam fumma feriei A : interim 
tamen i fle calculus oflendit feriei A fummam infinitam , fe- 
riei B vero fummam negativam , hoc eft nihilo minorem , 
quod concipi non potefl . Multo minus cum folitis ideis 
conciliari potefl , quemadmodum huius & fequentium ferie- 
rum C , D , &c. fummae fiant negativae , cum tamen omnes 
termini fint affirmativi. 

104. Ob hanc rationem opinio fupra allata multis 
probabilis videri folet , quantitates fcilicct negativas quando- 
que confiderari polle tanquam infinito maiores feu plus quam 
infinitas ; & cum etiam numeros ultra nihil diminuendo per- 
veniatur ad negativos , diferimen flatuunt inter numeros 
negativos huiufmodi — 1 , — 2 , — 3 , & c. & huiufmodi 

4 - 
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&C. iilos nihilo minores, hos vero infinito 

— i — i — x 

maiores dicendo . Verumtamen hoc pafcto difficultatem non 
tollunt , quam fuggerit haec feries 


x + 2* + 3# : + 4 *' + 5* 4 + Scc. = 
unde oriuntur fequentes feries: 

A. .14-2+3 + 4+ 5+ &c.= — t 


=i= infinito 


E . . i + 4 + 12 + 32 + 80 + &c. = - = 1 

(*— : 2 ) 

ubi cum finguli termini feriei B fint maiores , quam finguli 
termini feriei A , primis folis exceptis , quemadmodum fum- 
ma feriei A fit infinita , feriei B vero fuinma aequalis 1 , 
hoc elt foli ternino primo , ex illo principio explicari 
omnino nequit . 

105. Quoniam autem fi vellemus negare efle — 1 = 

— 8 c i— = — , firmiffima Analyfeos fundamenta colla- 
— 1 — b +b 3 _ 

berentur , illa ante commemorata explicatio prorfus admitti 
non potelt . Quin potius negire debebimus , illas , quas for- 
mulae generales fuppeditaverant , fummas efle veras . Cum 
enim hae feries ex continua divifione oriantur , dum refi- 
duum continuo ulterius dividitur : refiduum autem perpetuo 
fiat maius , quo longius progrediamur , id nunquam negligere 
poterimus ; atque minime refiduum ultimum , hoc elt quod 
in diviiione infinitclima remanSt , omitti potefl , quippe quod 
fit infinite magnum. Quia autem hoc in fuperioribus ferie- 
hus non obfervatur , dum nullius refidui ratio habetur , mi- 
rum non elt , eas fummationes ad ablurdum deducere . Haec- 
que refponfio , uti elt ex ipfa lerierum genefi petita, ita 
quoque elt veriifima, atque omnem dubitationem tollit. 
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10 6. Quo hoc clarius appareat , , contemplemur evolu»' 

tionem fraflionis , uti in terminis pijimum finitis tan- 

■ . Erit 

= 1 + 


tum abfolvitur. Erit ergo 


1 — x 
I 


x 

I — X 


= 1 + X ^ 

1 — X I X 


— 1 + x + x' ■+* ■ 


I — X 

= 1 + x- + ar’ + at 5 -f- — — 

1 — x 1 — x 

&C. 

qui ergo dicere vellet huius feriei finitae 1 -f- k -f- x' -f 

J % * 

fummani efle , is erraret a vero quantitate : 

1 — x 1 — At 

Sc qui fummam huius feriei 

1 + x -f- x'- + # 5 + . . . . + At ICCO 

r i^icoi 

flatuere vellet = - 

1 


I .AC 1 

— , is erraret quantitate 


qui error fi x fit numerus unitate maior , foret maximus . 

107. Ex his pcrfpicuum eft eum , qui eiuliiem feriet 
in infinitum continuatae leu huius : 

1 -f * + -f- x 3 -f- . . . , . . . . + x” 

fummam flatuere velit — — - — , a veritate efle aberraturum 

1 X 

X M +- > 

quantitate ; quae fi fit x>i utique erit infinite ma- 

gna . Simul vero hinc ratio patet , cur feriei in infinitum 


con umutae 


1 + * -f* * 5 “I" x 1 -f* x* -f- & c. 
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(iunma revera fit = , fi fuerit * fraflio unitate minor, 

x — x ' 

x x +- 1 

tum enim error fit infinite parvus , ideoque nullus ; 

cuius propterca ratio tuto potell negligi . Sic pofito x = 
ertt revera 

* + i + i 4 -v + i + &c. = ~— L = z , 

1 a 

fimiliterque (reliquarum ferierum , fi x fit fraflio unitate mi» 
nor , fumma vera hoc modo indicatur . 

ic8. Haec eadem rdponfio valet de futr.mis fcricrunt 
divergentium , in quibus ligna -f- & — alternantur , quae 
vulgo ex eadem formula exhiberi folent , ponendo pro x nu- 
meros negativos . Cum enim fit : 

— 7 — = i — * + w’ — + x* — ■ *s + & c. 

i + x 

nifi ultimi refidui ratio habeatur, foret: 

A . . . i — i + i — i + i — i + &c. = * 

B . . . i — 2 + 4 — 8 + i< 5 — 32 +&c. = 7 

C . . . x — 3 +p — 27 + 81' — 243+&C. =7 

&c. 

Patet autem feriei fecundae B funtmam ideo non polfe efie 
= - , cum quo plures termini a£lu luminentur, aggregata eo 
magis ab j recedant. Perpetuo autem cuiufque feriei fumma 
debet efle limes, ad quem eo propius perveniatur , quo plu- 
res termini aflu addantur. 

iop. Ex Itis quidam conciderunt huiufmodi feries, 
quae vocantur divergentes , prorfus nullas habere fu m mas fi- 
xas ; propterca quod colligendis aflu terminis ad nullum li- 
mitem fiat appropinquatio , qui pro fumma feriei in infini- 
tum continuatae haberi pollet : quae lententia , cum i (lac 
fummae i aut ob neglefta ultima refidua erroneae fint often- 

fae, 
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fae, veritati maxime eft confentanea. Iu ter ini tamen contra 
eam fummo i ure obiici potefl, has memoratas fummus, qu:r,- 
tumvis a veritate abhorrere videantur , tamen nuuq u.ti in 
errores inducere ; quin potius iis admiflis plurima praeclara 
erte eruta , quibus li illas fummatioues prorfus reiicere velle- 
mus , carendum efTet • Neque vero hae fummae , fi edent fal- 
lite , perpetuo ad veritatem nos ducere portent; quin potius, 
cum non parum fed infinite a veritate difcrepent , nos quo- 
que in infinitum a vero (educere deberent . Quod tamen cura 
non eveniat , difficillimus nobis rcllat nodus folvendus . 

110. Dico igitur in voce fummae latere totam diffi- 
cultatem ; fi enim fumma feriei , ut vulgo ufus fert , fuma- 
tur pro aggregato omnium eius terminorum ailu collecto- 
rum , tum dubium ell nullum , quin earum tantum ferierum 
in infinitum excurrentium fummae exhiberi queant, quae fint 
convergentes , atque continuo propius ad certum flatumque 
valorem deducant, quo plures termini aflu colligantur. Se- 
ries autem divergentes , quarum termini non decrelcunt , five 
ligna -f- & — alternentur five fecus , prorfus nullas habe- 
bunt fummas fixas ; fi quidem vox fummae hoc fenfu pro 
aggregato omnium terminorum accipiatur . At vero in iis 
cafibus , quorum meminimus , quibus ex iftiufmodi fummis 
erroneis veritas tamen elicitur ; id non fit, quatenus expref- 

fio finita , verbi gratia — - — , ell fumma feriei 1 + x + x l 
1 — x 

~h x 1 ~h kc. fed quatenus ea expreflio evoluta hanc feriem 
praebet ; ficque in hoc negotio nomen fummae prorfus omit- 
ti portet. 

in. Haec igitur incommoda , hafque apparentes con- 
tra lifliones penitus evitabimus , fi voci fummae aliam no- 
tionem, atque vulgo fieri folet , tribuamus. Dicamus ergo 
feriei cuiufque infinitae fummam efle exprefiionem finitam , 
cx cuius evolutione illa feries nafcatur. Hocquc fenfu feriei 
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infinitae i -f- x + *’ + + &c- fumma revera erit = — - — ' 

i — x 

quia illa feries ex huius fra£lionis evolutione oritur : quicun- 
que numerus loco x fubfiituatur. Hoc paflo , fi feries fue- 
rit convergens , illa nova vocis fummae definitio , cum con- 
fueta congruet ; Sc quia divergentes nullas habent fummas 
proprie fic diflas , hinc nullum incommodum ex nova hac 
appellatione orietur . Denique ope huius definitionis utilita- 
tem ferierum divergentium tueri , atque ab omnibus iniuriis 
vindicare poterimus . 
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. CAPUT IV. 

DE DIFFERENTI ALIU M 

CUIUSQUE ORDINIS NATURA 

I 12. 

T n capite primo vidimus, fi quantitas variabilis x accipiat 
augmentum = co, tum cuiufvis funilionis ipfius x augmen- 
tum inde oriundum tali forma exprimi Pa -+- Qo* -f- R.o ; 4 - &C. 
five haec exprelfio fit finita five in infinitum excurrat. Fu 1- 
flio ergo y, fi in ea loco x fcribatur x Tea , valorem le- 
quentem induet : 

y 1 ~y T Poo -f- Qlo' 4 - Rco J -f- Sco* -f- & c. > 
a quo , fi valor prior y fubtrahatur , remanebit differentia 
funflionis y , quae ita exprimetur 

Ay = Pa -f- Qco' + Reo 1 -f- Seo* + &c. 
atque cum valor ipfius x fequetis fit x' =sx-f-co, erit diffe- 
rentia ipfius x, nempe Ax = co. Litterae autem P , Q, R , &c. 
denotant fundliones ipfius x pendentes ab y , quas capite 
primo invenire docuimus . 

ii 3. Hinc ergo quocunque augmento co augeatur 
quantitas variabilis x, fimul definiri poterit augmentum, quod 
cuique ipfius x fundlioni y accedit ; dummodo pro quovis 
ipfius y valore fundtiones P , Q^, R , S , &c. definire valea- 
mus. In hoc autem capite, atque in univerfa Analyfi infini- 
torum augmentum illud co, quo quantitatem variabilem x 
crefcere fumfimus, ftatuemus infinite parvum, atque adeo 
evanefeens, feu =0. Unde manifeftum eft, incrementum feu 
differentiam fundiionis y quoque fore infinite parvam . Cum 
autem in hac hypothefi finguli termini expreflionis 
Poo-f-Qco’ -f- Reo 3 -f- &c. 

prae antecedentibus evanefeant, (88. & feqq.), folus primus 

Pco 
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Pa remanebit, eritque propterea hoc cafu , quo co eft infini- 
te parvum, differentia iplius y nempe A/ = Pco. 

114. Eiit ergo Analyfis infinitorum, quam hic rra- 
dare coepimus, nil aliud, niG cafus particularis methodi 
differentiarum in capite primo expolitae , qui oritur , dum 
differentiae, quae ante fiuitae erant allumtae, llatuantur infi- 
nite parvae. Quo igitur ille cafus, quo univerfa Analyfis 
infinitorum continetur, a methodo differentiarum diftinguatur, 
cum peculiaribus nominibus, tum etiam fignis ad diflerentias 
illas infinite parvas denotandas uti conveniet. Diflerentias 
igitur infinite parvus hic cum LEIBNUzio differenti alia voca- 
bimus; atque cum differentiarum in primo capite diverlos 
ordines conitiruiffenius , ex iis nunc lacile quoque intellige- 
tur, quid differentialia prima, fecunda, tertia, Scc. cuiufque 
fundionis fignificent . Loco charaderis autem A , quo ante 
differentias indicaveramus, nunc utemur charadere d ; ita ut 
dy fignificet differentiate primum iplius /; ddy dilferentiale 
fecundum; d' y tertium & ita porro. 

1 1 5. Quoniam diflerentias infinite parvas , quas hic 
tradamus dijjerentialia vocamus, hinc totus calculus, quo 
differentialia invelligantur, atque ad ufum accomodantur , ap- 
pellari folet Calculus differentiatis . Mathematici Angli, in- 
ter quos primum newtovus aeque ac leibvizius ititer 
Germanos hanc novam Analyfeos partem excollere coepit , alii$ 
tam nominibus quam fignis utuntur . Differentias enim infinite 
parvas , quas nos differentialia vocamus potiflimum fluxiones 
nominare folent, interdum quoque incrementa : quae voces uti 
latino fermoni magis conveniunt, ita quoque res, quas deno- 
tant, fatis commode exprimunt. Quantitas enim variabilis 
crefcendo continuo alios atque alios valores • recipiens tanquam 
fluens confiderari potefl , hineque vox fluxionis , quae pri- 
mum a newtono ad celeritatem crefcendi adhibebatur , ad 
incrementum infinite parvum, quod quantitas quafi fluendo 
accipit , defignaudum analogice eft translata . 
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1 16. Quamvis autem circa vocum ufum atque definitio» 
nem cum Anglis difeeptare abfenum foret, nofque coram iudicc 
puritatem latinae linguae atque exprdlionum commodi tat enj 
lpe£lante facile fuperaremur ; tamen nullum e 11 dubium , quin 
Anglis ratione fignorum palmam praeripiamus. Diflerentialia 
enim , quae ipfi fluxiones appellant , punftis , quae litteris 

fuperlcribunt , denotare folent, ita ut y iis fignificet fluxio- 
nem primam ipfius y ; y fluxionem fecundam ; y fluxionem 
tertiam, atque ita porro . Qui notandi modus, uti ab arbi- 
trio pendens , etfi improbari nequit , fi putidiorum numerus 
fuerit parvus , ut numerando facile percipi queat , tamen fi 
plura pundla itifcribi debeant , maximam confuficnem pluri- 
maque incommoda affert. Diflerentiaie enim feu fluxio deci- 

* t • 

! I 

ma perquam incommode hoc modo y repraefentatur , cum no- 
liro fignandi modo d'° y facillime comprehendatur. Oriuntur 
autem cafus , quibus multo adhuc fuperiores difierciitialium 
ordines atque adeo indefiniti exprimi debent, ad quos Anglo- 
rum modus prorfus fit ineptus. 

-117. Noftris igitur tam nominibus quam lignis ute- 
mur, quippe quorum illa in nolitis regionibus iam funt ulu 
recepta atque plerifque familiaria, haec vero commodiora. 
Interim tamen non abs re erat , Anglorum denominationes 
& Agnationes hic commemorare , ut qui eorum libros evol- 
vunt, cos quoque intelligere queant. Neque enim Angli fuo 
mori tam pertinaciter adhaerent , ut quae nollro more fitnt 
feripta , prorfus repudient , nec legere dignentur . Nos qui- 
dem ipforum opera maxima cum aviditate perlegimus, ex 
iifque fummum frudlum percipimus ; laepenumero vero etiam 
animadvertimus , ipfos nollratium feripta non fine utilitate 
legifle . Quamobrem etfi idem ubique atque aequabilis modus 
cogitata lua exprimendi maxime elfet optandus, tamen non 
admodum efl diflicile, ut utrique afluefeamus , quantum qui- 
dem 
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dem intelligentia librorum alieno more Icriptorum poftular . 

i io. Cum igitur littera tu nobis haflenus denotaverit 
differentiam fcu incrementum, quo quantitas variabilis x cre- 
fcere concipitur, nunc autem u ftatuarur infinite parvum, 
erit co differentiale ipfius x; & hancobrem recepto lignandi 
modo erit <a — dx\ atque dx proinde erit differentia infinite 
parva, qua ipla * crefcere concipitur. Simili modo ditferen- 
tiale ipfius y ita exprimetur d y ; atque fi y fuerit funftio 
quaecumque ipfius * , differentiale d y denotabit incrementum, 

J juod funftio y capit, dum x abit iti x-J-d*. Quare fi in 
uu&ione y ubique loco * fubftituatur x-\-dx, & quantitas 
refultans ponatur — y' , erit d y ~y' — y , hocque modo 
differentiale cuiufque fun&ionis reperietur : quod quidem in- 
telligendum efi de differentiali primo feu primi ordinis ; de 
reliquis enim poftea videbimus. 

i ip. Probe ergo tenendum eft litteram d hic non quan- 
titatem denotare, fed tantum loco figni adhiberi , ad vocem 
differentialis exprimendam , eodem modo , quo in d odiri na 
logarithmorum littera / pro figno logarithmi, & in Algebra 
cliaraiiere V pro figno radicis uti confuevimus. Hinc d y 
non fignificat , uti vulgo in Analyfi ufu eft receptum , pro- 
duflum ex quantitate d in quantitatem /, fed ita enunciari 
debet , ut dicatur differentiale ipfius y . Simili modo fi fcri- 
batur d 1 y , neque binarius exponentem, neque d’ potcftatem 
ipfius d fignificat , fed adhibetur tantum ad nomen differai- 
ti alis fecundi breviter & apte exprimendum. Cum igitur lit- 
tera d in calculo differentiali non quantitatem , fed fignum 
tantum exhibeat, ad confufionem vitandam in calculis, ubi 
plures quantitates conftantes occurrunt, littera d ad earum 
defignationem ufurpari nequit ; perinde atque evitare folemus 
litteram / tanquam quantitatem in calculum inducere , ubi 
fimul logarithmi occurrunt . Optandum autem effet , ut litte- 
rae iftae d & / per cliarafleres aliquantulum alteratos expri- 
merentur, ne cum litteris Alphabethi, quibus quantitates de- 
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(ignari folcnt , confundantur : fimili fcilicet modo , quo loc* 
litterae r, qua primum vox radicis indicabatur, nunc chara- 
fler ifte diflortus V in ufum ell receptus . 

120. Quoniam igitur vidimus differentiale primum ip- 
fius y , fi y “fuerit funflio quaecunque ipfius * , habiturum 
efle huiufmodi formam Pa ; ob a — dx , erit dy — Pdx . Qua- 
lifcunque fcilicet fuerit y funflio ipfius x , eius differentiale 
dy exprimetur certa quadam funflione ipfius * , pro qua hic 
ponimus P , per differentiale ipfius x , nempe per dx multi- 
plicata. Etiamfi ergo differemialia ipfarum * & y revera 
iint infinite parva, ideoquc nihilo aequalia ; tamen inter fe 
finitam habebunt rationem : erit fcilicet dy : dx — P : 1 . In- 
venta ergo funflione illa P, innotefcit ratio inter differentiale 
dx 8 c differentiale dr. Cum igitur calculus differentialis in 
inventione differentialium confiflat, in eo non tam ipfa 
differentialia , quae funt nihilo aequalia ac propterea nullo 
labore invenirentur , quam eorum ratio mutua geometrica 
invefligatur. 

121. Difierentialia igitur multo facilius inveniuntur,' 
quam differentiae finitae . Ad differentiam enim finitam Ay t 
qua funflio y crefcit, dum quantitas variabilis x incrementum 
<u accipit, non fufficic funftioncm P noffe , fcd indagari in- 
fuper oportet funfliones Q, R, S, &c. quae in differentiam 
finitam , quam pofuimus 

= Pco + Qco 1 + Rt» 1 -f- &c. 

ingrediuntur; ad differentiale ipfius y autem inveniendum fatis 
efl, fi noverimus lblam funflionem P. Quamobrem ex cogni- 
ta differentia finira cuiufque funflionis ipfius x , facillime 
eius differentiale definitur; verum contra ex differentiali eius 
funflionis , nondum erui potefl eius differentia finita. Interim 
tamen infra docebitur , quemadmodum ex difierentialibus 
omnium ordinum fimul cognitis differentia quaevis finita cu- 
iufque funflionis propofitae inveniri queat . Ceterum ex his 

ma- 
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manifeftum efl differentiate primum dy — Vdx , praebere ter- 
minum primum differentiae finitae, quippe qui elt = P<a. 

122. Si igitur incrementum <a, quod quantitas variabi- 
lis x accipere concipitur, fuerit vehementer parvum, ita ut 
in expreilione Pco + Qco 5 -f- R<a ! +&c. termini Qco 1 & R<a 5 , 
multoque magis reliqui , fiant tam parvi , ut in computo , 
quo fummus rigor non obfervatur, prae primo Pco negligi 
queant; tum cognito differentiate P dx, ex eo differentia fi- 
nita vero proxime cognolcetur, quippe quae erit =P«: uff- 
de in pluribus occafionibus , quibus calculus ad praxin adhi- 
betur, non parum fruclus hauritur. Atque hinc nonnulli ar- 
bitrantur, differentialia tanquam incrementa vehementer par- 
va conliderari polle, eaque nihilo revera aequalia efle negant, 
atque tantum indefinite parva llatuunt. Haecque idea aliis 
occafionem praebuit Analyfin infinitorum acculaudi , quod 
non veras rerum quantitates eliciat , led tantum vero proxi- 
mas ; quae obieflio femper aliquam vim retineret, nili infi- 
nite parva prorfus nihilo aequalia fiatueremus . 

123. Qui autem nolunt infinite parva plane in nihi- 
lum abire , ii ut vim obieflionis deftruere videantur , diffe- 
rentialia comparant minimis pulvilculis ratione totius terrae, 
cuius quantitatem nemo non veram tradidilfe ccnferetur , qui 
unico pulvifculo a veritate aberraverit . Talem igitur rationem 
inter quantitatem finitam & infinite parvam efle volunt , 
qualis ell inter totam terram minimumque pulvilculum : at- 
que fi cui hoc diferimen adhuc non latis magnum videatur, 
eam rationem millies magifque adaugent, ut parvitas amplius 
omnino percipi nequeat . Interim tamen agnolcere coguntur , 
fummum rigorem geometricum aliquantulum infringi ; quare 
quo huic obie&ioui occurrant, ad eiufmodi exempla confu- 
giunt , quorum tam per Geometriam quam per Analyfin in- 
finitorum folutiones inveniri poliunt , ex earumque congruen- 
tia bonitatem pofterioris methodi concludunt . Quanquam au- 
tem hoc argumentum negorium non conficit , cum faepenume- 
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ro per erroneas methodos verum elici queat ; tamen quia 
hoc vitio non laborat , potius evincit , eas quantitates , quae 
in calculo fint negleflae , non folum non incomprehenfibili- 
ter parvas, fed plane nullas elTe, uti nos aflumimus. Ex 
quo rigori geometrico nullam omniuo vim inferimus. 

124. Progrediamur ad differentialium fecundi ordinis 
naturam explicandam, quae oriuntur ex differentiis fecundis 
in capite primo expofitis, ponendo quantitatem <a infinite 

f iarvam = <fx. Cum igitur fi ponamus quantitatem variabi- 
em x aequalibus incrementis crefcere , ita ut fi valor fecun- 
dus x' fuerit — x-{-dx, fequentes futuri fint*" =*f 
*"' = x -f- id x &c. ob differentias primas conflantes ~dx, 
differentiae fecundae evanefeent : erit ergo quoque diflercntiale 
fecundum ipfius x nempe ddx = o, atque ab hanc rationem 
quoque differentialia ulteriora erunt =0, fcilicet d' x — o, 
d* x = o; d' x =. o; Scc. Obiici quidem potefl, haec differen- 
tialia, cum fint infinite parva, per fe elfe =0, neque hoc 
proprium elfe eius quantitatis variabilis x, cuius incrementa 
aequalia concipiantur : at vero hanc evanefeentiam ira inter- 
pretari oportet , ut differentialia ddx , d' x Scc. non folum 
in fe fpeflata fint nulla, fed etiam ratione poteftatum ipfius 
d x , cum quibus alias comparari portent, evanefeere. 

125. Quae quo clarius intelligantur , recordandum cfl 
differentiam fecundam cuiufque fun£lionis ipfius x , quae fit y , 
huiufinodi forma exprimi Pu>‘ -f- QaifRu* Scc. Quodfi ergo 
co fit infinite parvum, termini Qa’ , Ror* 8cc. prae primo 
Pa* evanefeent , unde pofito a — dx, differentiale fecundum 
ipfius/ erit ^P^x*, denotante d x' quadratum ditferentialis 
dx. Quare etfi differentiale fecundum ipfius/, nempe ddy 
per fe fit =0, tamen cum fit d d >- = P d x ' , ad d x' habe- 
bit rationem finitam uti P ad 1 : fin autem fit y — x , tum 
fit P = o, Q=o, R = o, 8cc. ideoque hoc cafu differen- 
tiale fecundum ipfius x etiam refpeflu d x' altiorumque ipfius 
d x poteftatum evanefeit . Hocqne modo intelligenia funt 
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ea, quae ante diximus, effe fci licet ddx~o , J' y — o,&c. 

12(5. Cum differentia fecunda nil aliud lit, nifl differen- 
tia differentiae primae ; diflerentiale quoque fecundum feu uti 
firepe vocari folet, differendo -diflerentiale nil aliud erit prae- 
ter diflerentiale diflerentialis primi. Quia deinde quantitas 
conflans nulla neque augmenta neque decrementa accipit, 
uullafque admittit differentias , quippe quae folis quantitatibus 
variabilibus funt propriae , dicimus eodem fenfu quantitatum 
conflantium differentialia omnia cuiufque ordinis efle=o, 
hoc eff prae omnibus adeo poteflatibus ipfius dx evanefeere. 
Cum igitur diflerentiale ipfius dx hoc efl ddx fit =0; difle- 
rentiale dx tanquam quantitas conflans confiderari poteft, 
& quoties diflerentiale cuiufpiam quantitatis dicitur conflans, 
toties ea quantitas intelligenda efl continuo aequalia incremen- 
ta accipere . Sumimus hic autem * pro ea quantitate , cuius 
diflerentiale fit conflans , hicque lingularum eius funflionum 
variabilitatem , cui earum differentialia funt obnoxia, aeflima- 
bimus . 

127. Ponamus diflerentiale primum ipfius _y elfe =pdx ; 
atque ad eius diflerentiale fecundum inveniendum , ipfius pdx 
denuo diflerentiale quaeri debet . Cum autem dx fit conflans , 
neque varietur etiamfi loco x feribatur *+</* , tantum opus 
efl, ut quantitatis finitae p diflerentiale quaeratur: fit igitur 
dp — qdx , quoniam vidimus omnium funfhonum ipfius* diffe- 
rentialia ad huiufmodi formam revocari : & cum fit , uti de 
differentiis finitis offendimus, diflerentiale ipfius »/> = nqdx , fi 
;; fit quantitas conflans, ponatur dx loco w, eritque diffe- 
rentiale ipfius pdx = qdx' . Hancobrcm fi fit dy = pdx & dp 
— qdx , erit differentiate fecundum ddy—qdx 5 , ficque conflat, 
quod iam ante innuimus, diflerentiale fecundum ipfius^ ad 
dx' habere rationem finitam. 

128. In Capite primo iam notavimus differentias fe- 
cundas atque fequentes conftitui non poflc , nifi valores fuc- 
ceflivi ipfius * certa quadam lege progredi affumantur, quae 

lex 
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lex cum fit arbitraria , his valoribus progreffionem arithme- 
ticam tanquam facillimam fmiulque aptiffimam tribuimus . 
Ob eandem ergo rationem de differentialibus fecundis nihil 
certi flatui poterit, nifi differentia] ia prima, quibus quantitas 
variabilis x continuo crefecre concipitur, fecundum datam le- 
gem progrediantur; ponimus itaque differentialia prima iptlus 
x , nempe dx , d x' , d x ' 1 , 8cc. omnia inter fe aequalia, 
unde fiunt differentialia fecunda 

d d x — d x' — dx = O; d d x' — dx ' 1 — 'd x 1 — o , &c. 
Quoniam ergo differentialia fecunda & ulteriora ab ordine, 
quem differentialia quantitatis variabilis x inter fe tenent , 
pendent , hicque ordo fit arbitrarius , quae conditio differen- 
tialia prima non afficit ; hinc ingens diferimen inter differen- 
tialia prima ac fequentia ratione inventionis intercedit. 

1 29. Quodli autem fucceflivi ipfius x' valores *, #» , 
x” , x'" , * lv , &c. non fecundum arithmeticam progreflio- 
nem flatuantur , fed alia quacumque lege progredi ponantur , 
tum eorum quoque differentialia prima dx , dx 1 , dx 11 , &c. 
non erutu inter fe aequalia, neque propterea erit ddx — o. 
Hancobrem differentialia fecunda quarumvis fundionum ipfius x 
aliam formam induent ; ft enini huiufmodi fundionis y diffe- 
rentiate primum fuerit zxzpdx ad eius differentiale fecundum 
inveniendum non fufficit differentiale ipfius p per d x multi- 
plicaffe, fed infuper ratio differentiahs ipfius dx, quod eft 
ddx haberi debet. Quoniam enim differentiale fecundum 
oritur, fi pdx a valore eius fequente, qui oritur dum x-f-d x 
loco x & dx + ddx loco dx ponitur, fubtrahatur pona- 
mus valorem ipfius p fequentem efle =z p + q d x , eritque ip- 
fius pdx valor fequens 

s=(/» + i jdx) (dx -f- ddx) =.pdx 4- pddx -f- qdx' -f- qdxddx' 
a quo fubtrahatur pdx , eritque differentiale fecundum 

ddy —pddx-\- qdx'- -f - qdxddx — pddx -j- qdx 1 , 
quia qdxddx prae pddx evanefcit . 

130. 


Digitized by Google 


CAPUT R'. 


8 9 

1 3°. Qtianquam autem ratio aequalitatis efl fnnplicifllma 
atque aptiffima, quae continuo ipfius x incrementis tribuatur , 
tamen frequenter evenire folet , ut non eius quantitatis varia- 
bilis x, cuius y efl funiiio , incrementa aequalia affumantur, 
fed alius cuiufpiam quantitatis , cuius ipfa x fit funilio quae- 
tlam . Quin etiam faepe eiufmodi alius quantitatis differentia- 
lia prima flatuuntur aequalia , cuius nequidem relatio a^l x con- 
flet . Priori cafu pendebunt differentialia fecunda & fequentia 
ipfius x a ratione , quam x tenet ad illam quantitatem , quae 
aequabiliter crefcere ponitur, ex eaque pari modo definiri de- 
bent , quo hic differentialia fecunda ipfius y ex differentiati- 
bus ipfius x definire docuimus . Pofteriori autem cafu differen- 
.tialia fecunda & fequentia ipfius x tanquam incognita fpeclari , 
eorumque loco figna ddx , d* x , d* x , Scc. ufurpari debebunt . 

131. Cum autem, quemalmodum his cafibus difleren- 
tiationes fingulas abfolvi oporteat , infra fufius fimus ollen fu- 
ri , hic pergamus quantitatem variabilem x tanquam unifor- 
miter crefcentem aflumere, ita ut eius differentialia prima 
</x, d x' , dx 11 , & c. inter fe omnia aequalia, ac propterea 
differentialia fecunda ac fequentia nihilo aequalia flatuantur, 
quae conditio ita enunciari folet ut differcntiale ipfius x nem- 
pe dx conflans affumi dicatur . Sit deinde y funftio quaecum- 
que ipfius x, quae cum per x Sc conflantes definiatur, lingu- 
la quoque eius differentialia prima, fecunda, tertia, quarta, 
& c. quae his (ignis indicantur dy , ddy , d'> y , d* y , 8 cc. per 
x Sc dx exprimi poterunt. Scilicet fi in y loco x feribatur 
x-f -dx, ab hocque valore prior fubtrahatur, remanebit diffe- 
rcntiale primum dy: in quo fi porro loco x ponatur x -f- dx , 
prodibit dy 1 , eritque ddy — dy 1 — dy , fimili modo ponen- 
do x-j-dx loco/x, ex ddy nafcetur ddy' , atque ddv 1 — ddy 
dabit d* y Sc ita porro: in quibus operationibus differentiale 
dx perpetuo tanquam quantitas conflans fpeflatur , quae nul- 
lum differentiale recipiat . 

132. Ex ratione, qua funflio y per x determinatur, 
tam ope methodi differentiarum finitarum , quam multo ex- 
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peditius ex iis , quae poflea fumus tradituri , definietur valor 
iunflionis p , quae per dx multiplicata praebeat differentiale 
primum dy . Pofito ergo dy—pdx, differentiale ipfius pdx 
dabit differentiale fecundum ddy ; unde fi fuerit dp — qdx , 
ob dx conflans, orietur ddy ~ qdx 2 , uti iam ante offendi- 
mus. Ulterius igitur progrediendo, cum differentialis fecundi 
differentiale praebeat differentiale tertium , ponamus Jeffe 
dq — rdx , eritque d')=rdx'’: fimili modo fi huius fun- 
dlionis r differentiale quaeratur, fueritque d> = sdx , habebi- 
tur differentiale quartum d* ys= sdx * ; ficque porro, dummo- 
do noverimus differentiale primum cuiulque lunftionis inve- 
nire, differentiale cuiulque ordinis aff gnare poterimus. 

1 3 3. Quo jigitur formae fingulorum ltorum differentia- 
liurn , fimulque ratio ea inveniendi clarius menti repraefen- 
tetur!*, ea fequenti tabella complefli vifum e fi. 

Si y fuerit funftio quaecunque ipfius x , 


atque pofito 
dp = qdx 
dq = rdx 
dr — sdx 
ds — rdx 
& c. 


erit 

dy — pdx 
ddy = qdx' 
d' y = rdx 5 
d* y = sdx* 
d' y = rdx* 


Cum igitur futiflio p ex funfliene y per diffeientiationcm ccgno- 
fcatur , fimilique modo ex p inveniatur <7 , hineque porro r , & 
ex eo ulterius r, & c. dificrentialia cuiufvis ordinis ipfius y fa- 
cile reperientur, dummodo differentiale dx affumatur conflans. 

1 34. Cum p , q , r , s , t , & c. fint quantitates fini- 
tae, funfliones nimirum ipfius x, differentiale primum ipfius^, 
rationem finitam habebit ad differentiale primum ipfius x, 
fcilicct ut p ad 1 ; haneque ob caufant difierentialia dx & dy 
vocantur homogenea. Deinde cum ddy ad dx 2 habeat ratio- 
nem finitam ut q ad 1 , eiunt ddy & dx 2 homogenea; fimi- 
li modo homogenea erunt d> y & , itemque d* y & dx * , 

8c ita porro. Unde uti difierentialia prima funt inter fe I10- 

mo- 
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mogenea, fe u rationem finitam tenentia; fic differentialia fe- 
cunda cum quadratis difTerentialium primorum , differentialia au- 
tem tertia cum cubis difTerentialium primorum atque ita porro 
erunt homogenea. Atque generatim differcntiale lpfius y or- 
dinis n , quod ita exprimitur d" y , homogeneum erit cum dx n , 
hoc eft cum poteftate differentialis dx , cuius exponens efl n . 

135. Cum igitur prae dx evanefcant omnes eius pote- 
flates , quarum exponentes funt unitate maiores , prae dy 
quoque evanefcent dx' , dx r 5 , dx * , & c. & quae ad has pote- 
ftates rationem finitam tenent differentialia altiorum ordinum 
ddy, d* y , d' y , &c. Simili modo prae ddy quia eft ho- 
mogeneum cum d x 1 , omnes ipfius d x poteflates quadrato fu- 
periores d x' , dx' , &c. evanefcent , evanefcent ergo quoque 
d' y , d' y , &c. Atque prae d 1 y , evanefcent dx ' , d' y ; 
dx', d' y , &c. Hincque facile , fi propofitae fuerint quae- 
cunque expreffiones huiufinodi differentialia involventes , di- 
gnolci poterunt , utrum fint homogeneae nec ne. Refpici 
enim debebunt tantum differentialia , omiffis quantitatibus fi- 
nitis , quippe quite homogeneitatem non turbant ; atque pro 
differentialibus fecundi altiorumque ordinum feribantur pote- 
ftates ipfius ^ jc ipfis homogeneae, quae fi praebeant ubique eun- 
dem dimenfionum numerum, expreffiones erunt homogeneae. 

1 3 < 5 . Ita patebit has expreffiones P ddy' 8c Q dyd'< y 
effe inter fe homogeneas. Nam ddy' denotat quadratum ipfi- 
us ddy , & quia ddy homogeneum eft cum dx ' , erit ddy' 
homogeneum cum dx * . Deinde quia dy cum dx & d' y cum 
dx' homogeneum eft, erit produflunt dyd' y cum dx' ho- 
mogeneum : ex quo fequitur expreffiones P ddy' & Q dyd' y 
inter fe effe homogeneas , ideoque rationem inter fe fi- 
nitam habere . Simili modo colligetur has expreffiones 

P d' y' Qd' y .... 

d, ~dd~ ^ e ^ e homogeneas > fubfti tutis enim pro dy, 

ddy, d' y & d' y his ipfius dx poteftatibus ipfis homogeneis 
dx , dx' , dx 1 , & dx' , orientur hae expreffiones P dx' Sc 
Qdx' , quae utique erunt inter fe homogeneae . 
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dx x 

rationem habebit infinite magnam prior enim ex- 


dx ! 
folufque 


1 37. Quod fi fafla hac redu&ione exprcff.ones' propo- 
fitae non contineant aequales ipfius dx potcltates , tum non 
erunt homogeneae, neque propterea inter ie rationem finitam 
icnebunt . Erit ergo altera inhnities five maior fivc minor 

Pd 3 y 

altera , hineque una refpcflu alterius evanefeet. Sic — 

ad 2^1 

dy 

preflio reducitur ad P dx & altera ad Qdx 3 , unde haec prae 
illa evanefeet . Quamobrem fi in -quopiam calculo aggrega- 

P</> y 

tum huiufmodi binarum formularum occurrat , — jA. -j- 

Q ddt' „ . . . . .. . * 

- ^ , pofierior terminus prae priori tuto rena , 

dy 

primus — — ^ in calculo retineri poterit : fubfiflet enim perfe- 

• P d' y Qddy 1 P d 3 y 

fla ratio aequalitatis inter exprefhoncs — ~ -f — — & — — 

dx 1 dy dx 1 

quia exponens rationis -eft 

. Qdx'ddy' Qdx'ddy' 

= , + ob 

Hocque paflo exprcfl.oncs difiercntiales quandoque) mirifice 
contrahi poliunt. 

138. In calculo differentiali praecepta traduntur, quo- 
rum ope cuiufvis quantitatis propoli tae difierentiale primum 
inveniri potell : & quoniam diflerentialia fecunda ex difleren- 
tiationc primorum, tertia per eandem operationem ex fecun- 
dis & ita porro fequentia ex praecedentibus reperiuntur, cal- 
culus differentialis -continet methodum omnia cuiufque ordinis 
differentialia inveniendi . Ex voce autem differentiatis , qua 
differentia infinite parva denotatur, alia nomina derivantur, 
quae ufu funt recepta. Sic verbum habetur difjerenticre, quod 
iignificat differentiate invenire , quantitafquc difjerentieri dici- 
tur, quando eius diffcrcntiale elicitur. Diffcrtritiatio autem dc- 

- no- 
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notat operationem, qua differentialia inveniuntur. Hinc calcu- 
lus diflereutialis quoque vocatur methodus dijj erentiandi , cum 
modum differentialia inveniendi contineat. 

1 39- Quemadmodum in calculo differentiali cuiufvis quanti- 
tatis differentiale inveftigatur , ita viciflim calculi fpecies confii- 
tuitur quoque in inventione eius quantitatis, cuius differentiale 
proponitur, qui calculus integralis vocatur. Si enim propofitum 
fuerit differentiale quodcunque, eius tefpeilu ea quantitas, cu- 
ius eft differentiale , vocari folet integrale . Cuius denomina- 
tionis ratio eft, quod, cum differentiale confiderari poflit, 
tanquam pars infinite parva , qua quantitas quaepiam crefcit, 
ipfa illa quantitas relpeflu huius partis tanquam totum (eu 
integrum fpeilari poteff , haneque ob caufam eius vocatur 
integrale. Sic cum dy fit differentiale ipfius /, viciffim y 
erit integrale ipfius dy , cum ddy fit differentiale ipfius 
dy, erit dy integrale ipfius ddv, fimilique modo erit ddy 
integrale ipfius </* y , & d 3 y ipfius d* y & ita porro: unde 
quaelibet diflerentiatio , fi inverfe fpeflatur , integrationis 
exemplum exhibet . 

140. Origo & natura integralium pariter ac differen- 
tiali um clariffime ex differentiarum finitarum doflrina in 
capite primo expofita explicari poteft . Pofiquam enim effiet 
olfenfum , quomodo cuiufique quantitatis differentiam inveniri 
oporteat , retrogrediendo quoque monflravimus , quomodo , fi 
propofita fuerit differentia , ea quantitas inveniri queat , cuius 
illa fit differentia ; quini quantitatem refpeflu fuae differentiae 
vocavimus eius fummam . Uti igitur ad infinite parva proce- 
dendo differentiae in differentialia abierunt, ita fummae quae 
ibi erant vocatae , integralium nomen fortiuntur : & hanc ob 
caufam integralia quoque non raro fummae appellari folent. 
Angli qui differentialia fluxiones’ nominant , integralia vocant 
quantitates fluentes; eorumque loquendi more datae fluxionis 
fluentem invenire, idem eft , quod noftro more dati difie- 
rentialis integrale invenire dicimus. 

141. Uti differentialia cliaraftere d defignamus, ita ad 

in. 


CAPUT It' 


9\ 

integrat ia indicanda hac littera / utimur, quae ergo quantita- 
tibus di fierent ialibus praefixa eas denotabit quantitates, qua- 
rum illa funt diflerentialia. Sic fi differentiale ipfius y fuerit 
pdx, feu dy=pdx y erit y ifnegrale ipfius pdx, quod hoc 
modo feribitur y—fpdx , cum fit y—fdy. Integrale ergo 
ipfius pdx, quod per /pdx indicatur, denotat quantitatem, 
cuius differentiale cfl pdx. Simili modo cum fit ddy — qdx' 
exiliente dp — qdx ; erit integrale ipfius ddy hoc eft dy—pdx , 
atque ob p = fqdx , erit dy — dxfqdx , ac propterea 
y—fdxfqdx. Si ulterius fit dq — rdx , erit q—frdx & 
dp — dxfrdx j unie fi character f denuo praefigatur , fiet 
p —f dxfrdx , porroque dy — dxf dxfrdx , atque y— fdxf dxfrdx. 

142. Quia differentiale dy efl quantitas infinite parva, 
eius integrale autem y quantitas finita , pariqae modo diffe- 
rentiale fecundum ddy infinities minus efl , quam eius inte- 
grale dy , manifeftum eft diflerentialia prae fuis integralibus 
evanclccre. Quae affebio quo melius percipiatur, infinite par- 
va in ordines dividi folent , diciturque infinite parvum primi 
ordinis , ad quod referuntur diflerentialia prima dx , dy . In- 
finite parvum fecundi ordinis complebitur differentialia fecun- 
di ordinis , quae homogenea funt cum dx ' ; fimilique modo 
infinite parva, quae cum dx‘ funt homogenea, vocantur 
ordinis tertii , ad quem ergo pertinent differentialia tertia 
omnia ; ficque porro . Unde uti infinite parva primi ordinis 
prae quantitatibus finitis evanefeunt, fic infinite parva fecundi 
ordinis prae infinite parvis primi ordinis , atque generatim 
infinite parva cuiufque ordinis altioris prae infinite parvis 
ordinis inferioris evanefeent. 

143. His igitur infinite parvorum ordinibus conftitutis, 
uti differentiale quantitatis finitae eft infinite parvum primi 
ordinis, atque differentiale infinite parvi primi ordinis eft in- 
finite parvum fecundi ordinis , & ita porro ; ita viciffim 
manifeftum eft integrale infinite parvi primi ordinis efle 
quantitatem finitam , integrale autem infinite parvi fecundi 
ordinis efle infinite parvum primi ordinis ficque deinceps . 

Qua- 
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Quare fi differentiale propofitum fuerit infinite parvum ordi- 
nis n , eius integrale erit infinite parvum ordinis a — r; 
hincque uti differentiando ordo infinite parvorum augetur, ita 
integratione ad ordines inferiores progredimur, donec ad i pias 
quantitates finitas perveniamus . Sin autem quantitates finitas 
denuo integrare velimus, tum fecundum hanc legem pet venie- 
mus ad quantitates infinite magnas , ab harumque integratio- 
ne infiituta ad quantitates adhuc infinities maiores , ficque 
progrediendo obtinebimus fimilcs infinitorum ordines, quorum 
quiique praecedentem infinities fuperat. 

144. Supereft ut in hoc Capite quaedam de ufu figno- 
rum recepto moneamus , ne ambiguitati ullus locus relinqua- 
tur. Ac primo quidem fignum differentiationis d tantum affi- 
cit litteram immediate fequentem folam: fic dxy non denotat 
differentiale produifi xy , fed differentiate ipfius * per ipfam 
quantitatem y multiplicatum. Solet autem, quominus conlufio 
nafcatur , quantitas y ante fignum d hoc modo fcribi ydx , 
quo produftum ex y in dx indicatur. Attamen fi y fit quanti- 
tas vel fignum radicale V vel logarithmicum habens praefixum , 
tum poft differentiale poni folet: nimirum dxV(na — xx) fi- 
gnificat produ&um ex quantitate finita >/{aa — xx) in differen- 
tiale dx , fimilique modo dx!(i-\-x) eft produflum ex loga- 
rithmo quantitatis i-ffar , per dx multiplicato. Ob eandem 
rationem ddyVx exprimit produ&um differentialis fecundi 
ddy & quantitatis finitae >/x . 

145. Neque v r ero fignum d litteram immediate fequen- 
tem folam afficit , fed etiam nequidem exponentem , fi quem 
habet, fpefiat. Ita dx 1 non exprimit differentiale ipfius x 1 , 
fed quadratum differentialis ipfius x, ita ut exponens 2 non 
ad x , fed ad dx referri debeat . Poffet etiam fcribi dxdx , 
quemadmodum produftum duorum differentialium dx & dy 
hoc modo dxdy exponitur , verum prior modus dx 7 , uti eil 
brevior, ita ufitatior. Praefertim fi altiores poteflates ipfius 
dx effent indicandae, nimis prolixum foret dx toties repeti: 
fic dx 1 denotat cubum ipfius dx, & in differentialibus ahio- 
rum 
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ruin ordinum fimilis ratio obfervatur. Scilicet ddy* denotat 
potefiatem quartam di fierent i ali» fecundi ordinis ddy ; atque 
d x y- Vx figuificat quadratum dilferentialis tertii ordinis iplius 
y multiplicatum elfe per </ x ; fi n autem per quantitatem ratio- 
nalem x multiplicari deberet , ' ca praefigitur hoc modo xd i y 1 . 

14 6. Sin autem velimus, ut lignum d fV.us quam fo- 

lam litteram fubfequcntem allidat, id peculiari modo indicari 
debet. Utimur hoc cafu praecipue uncinulis, quibus ea quan- 
titas includitur, cuius differentiale debet indicare. Uti 
d(xx-hyy) denotat differentiale quantitatis xx-f-yy- veruni fi 
velimus differentiale patefiatis huiufmodi quantitatis defignare, 
ambiguitatem vix evitare pofiumus: ii enim feribamus 
d(xx-j-yy )* , intelligi poflet quadratum ipfius d(xx-f-yy). Po- 
terimus autem hoc cafu punftum in auxilium vocare , ita ut 
d.(xx -t-yyf denotet differentiale ipfius , omiifo au- 

tem pun£lo d (xx ~hyy) s quadratum ipfius d (xx 4 -yy) . Pun- 
ito Icilicet commode indicari potelf lignum d ad totam quan- 
titatem poft punftum fequentem pertinere: fic d.xdy exprimet 
differentiale ipfius xdy\ & d. % xdyV{aa- f-xx) differentiale tertii 
ordinis expreffionis xdy \f(aa -f xx ) , quae cfi produthim ex 
quantitatibus finitis x &. ^(aa-f-xx) atque ex differentiali dy. 

147. Quemadmodum autem fignum differentiitionis d 
folam quantitatem immediate fequentem alhcit , nifi punito 
interpofito eius vis ad totam exprefitonem fequentem exten- 
datur ; ita' contra fignum integrationis / femper totam ex- 
preffionem , cui eft praefixum , compleititur . Ita Jydx(aa — xx)’ 
denotat integrale feu eam quantitatem , cuius differentiale eft 
ydx(na — xx)" , atque haec expreffio fxdxfdxlx denotat quan- 
titatem , cuius differentiale eft xdxfdxlx. Hinc fi velimus 
produitum duorum integralium fcilicet fydx Sc fxdx expri- 
mere, id hoc modo fydxfxdx perperam fiet, intelligeretur 
enim integrale quantitatis ydxfzdx. Hanc ob caufam iterum 
punclo folet haec ambiguitas tolli , ita ut fydx . fxdx figni- 
ficet produ&um integralium fydx & fxdx . 

148. Analyfis infinitorum igitur cum ia differentiali- 

bus 
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bus tum irt integralibus inveniendis verfarur , & liancobrcm 
in duas praecipuas partes dividitur , quarum altera vocatur 
Calculus differendalis , altera Calculus integralis. In priori 
praecepta traduntur, quantitatum quarumvis difierentialia in- 
veniendi ; in pofleriori vero via monllratur diflerentialium pro- 
pofitorum integralia inveltigandi : in utroque autem fimul lum- 
mus ufus , quem illi calculi tam ad ipfam Analyiin quam 
ad Geometriam fublimiorem afferunt , indicatur . Quam ob 
caufam ifta Analyfeos pars iam tanta accepit incrementa, 
ut modico volumine prorfus comprehendi nequeat. Imprimis 
vero in calculo integrali indies tam nova artificia integrandi, 
quam adiumenta eius in folvendis varii generis problemati- 
bus , deteguntur , ut ob haec nova inventa , quae continuo 
accedunt , nunquam exhauriri , multo minus periefle delcribi 
atque explicari poflit . Dabo autem operam , ut quae adhuc 
fiint reperta , vel cunfla in his libris exponam , vel faltem 
methodos explicem , unde ea facile deduci queant . 

149. Solent vulgo plures Analyfeos infinitorum partes 
numerari ; praeter calculos enim differentialem & integralem 
inveniuntur pafiim calculi differendo -differentialis atque ex- 
ponentialis. In calculo differendo- differentiali tradi folet me- 
thodus difierentialia fecundi atque ahiorum ordinum invenien- 
di : quoniam autem modum cuiufque ordinis difierentialia in- 
veniendi in ipfo calculo differentiali fum expoliturus , hac 
fubdivifione , quae potius ex merito inventionis , quam ex 
re ipfa fa£la effe videtur , fuperfedebimus . Quod deinde ad 
calculum exponentialem attinet , quo Celeb. ioh. bernoul- 
li, cui ob innumera eaque maxima incrementa Analyfeos 
infinitorum aeternas debemus gratias, methodos diflerentiandi 
atque integrandi ad quantitates exponentiales tranftulit, quia 
utrumque calculum ad omnis generis quantitates tam alge- 
braicas quam tranfeendentes accommodare confli tui , hinc par- 
tem peculiarem facere fuperflnum atque inflituto contrarium 
foret . 
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150. Primum igitur calculum differentialem in hoe 
libro pertra&are flatui , modumque fum expoliturus, cuius 
ope omnium quantitatum variabilium differentialia non folum 
prima , fed etiam fecunda & altiorum ordinum expedite inve- 
niri queant . Primum ergo quantitates algebraicas contempla- 
bor, live fint fundliones unius variabilis, five plurium, live 
demum explicite dentur, ftve per aequationes. Deinde inven- 
tionem dillerentialium quoque accommodabo ad quantitates non 
algebraicas, ad quarum notitiam quidem fine calculi integralis 
fublidio pervenire licet : cuiuftnodi funt logarithmi , atque 
quantitates exponentiales; deinde etiam arcus circuli, vicilfim- 
que arcuum circularium finus , & tangentes . Denique etiam 
quantitates utcunque ex his compofitas & permixtas difteren- 
tiare docebo ; ficque calculi differentialis pars prior , metho- 
dus fcilicet ditlcrentiandi abfolvetur. 

151. Altera pars ufui , quem methodus differentiandi 
tam ad Analylin quam Geometriam fublimiorcm affert , ex- 
plicando elt deftinata . In Algebram autem communem inde 
plurima redundant commoda , partim ad radices aequationum 
inveniendas , partim ad feries traflandas atque fummandas, 
partim ad maxima minimaque eruenda , partim ad valores 
expreffionum , quae certis calibus indeterminatae videantur , 
definiendos, & quae funt alia. Geometria autem fublimior 
ex calculo differentiali maxima accepit incrementa , dum eius' 
ope tangentes linearum curvarum , earumque curvatura ipfa 
mira facilitate definiri , multaque alia problemata circa radios' 
a lineis curvis vel reflexos vel refraflos refolvi pofiunt . Qui- 
bus etfi amplilfimus tra&atus impleri poffet, tamen conabor, 
quantum fieri licet, omnia breviter ac perfpicue explicare. 
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DE DIFFERENTI ATIONE FUNCTIONUM 
ALGEBRAIC ARUM UNICAM 
VARIABILEM INVOLVENTIUM. 


15 * 

^^uia quantitatis variabilis x differentiate eft = dx erit * 
in proximum promovendo x' —x-\- dx . Quare fi fue- 
rit y quaecunque fun&io ipfius x , fi in ea loco x ponatur 
x -f- dx , ea abibit in , atque differentia y 1 — y dabit dif- 
ferentiate ipfius y. Si igitur ponamus ^=x*fiet 

y 1 =fx -f- dx)" — x" -f- xx" 1 dx — — x "~ * dx' -f- &c. 

1. 2 

eritque ergo 

dy—y 1 —y = nx"~' dx -J — - - x" —J dx' -f- &c. 

At in hac cxpreflionc terminus fecundus cum reliquis fequen- 
tibus prae primo evanefcit, eritque idcirco mi‘~' dx differen- 
tiate ipfius x" , feu d.x" —nx"~~' dx . Unde fi a fit numerus 
feu quantitas conftans, erit quoque d.ax" ~nax"~' dx . Cu- 
iufcunque ergo ipfius x poteftatis differentiate invenitur , mul- 
tiplicando eam per exponentem , dividendo per x, & reli- 
quum per dx multiplicando , quae regula facite memoria re- 
tinetur . 

153. Cognito differentiali primo ipfius x " , ex eo fa- 
cite differentiate fecundum reperitur , dummodo , ut hic con- 
ftanter affumemus , differentiate dx conftans ftatuatur . Cum 
enim in differentiali. nx"~' dx faftor ndx fit conftans , alte- 
rius fafloris x" — ‘ differentiate fumi debet , quod proinde erit 
(n—i)x"~ 1 dx. Hoc ergo per ndx multiplicatum dabit diffe- 

N 2 ren- 
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rentiale fecundum : id.*' = »(»— i) *”“*</*’ . Simili modo 
fi diflerentiale ipfius x’"~ s quod e(t = (» — 2 dx multi- 
plicetur per niii — i)dx' prodibit diflerentiale tertium 
d.i *" = «(« — 1) (« — 2) 3 dx’ . 

Porro itaque erit diflerentiale quartum 

d* x' = n {n — x ) {» — 2) (»-*- 3) x”~* dx* , 

& diflerentiale quintum 

ddx'—n(n — i) (»—2) (»—3) (n — 4) *"-« dx ' ; 
unde fimul forma fequentium diflerentialiunt facillime col- 
ligitur . 

1 54. Quoties ,crgo n cfl numerus integer affirmativus , 
toties ad diflerentialia tandem pervenitur evanefcentia ; quae 
fcilicet ita funt =0, ut prae omnibus iplius dx poteliatibus 
evanefcant. Horum autem notandi funt calus fimpliciores. 
d.x = dx ; dd.x = 0 ; dd x — o ; &c. 

d.x* =2 xdx ; dd.x'— 2 dx' \ dd x* zz. o; d.* x ' —6 fkc. 
d.x 3 =3*’ dx • dd.x'’ — 6 xdx' • d. x 1 — 6dx' ; d.' x 2^.0 
d.x 4 = 4* 3 dx\dd.x* —lix' dx 3 ; dJ x* — 24*1/*’ - d.* x* =241/*» 
d.x 3 zr 5X 4 dx ; dd.x != 2C* 3 </x ! ; </.' x 5 = 6 ox' dx’ • d.* x' — 
120 xdx* - d.’’ * s = 1 20 dx* ; d.* x' — o. 


Patet ergo fi n fuerit^ numerus integer affirmativus, potefiatis 
diflerentiale ordinis >1 effe conflans, nempe or 1.2.3. • • • 
ndx" , adeoque ^diflerentialia fuperiorunt oidinum omnium 
effe =r o . 

155. Si » fit numerus integer negativus , huiufmodi 

1 I 13 

ipfius x poteftatum negativarum — &c. diffcren- 


tialia fumi poterunt , cum fit — —k~' 


— =»-*,& ge- 
xx 


neraliter 


1 

x m 


Si ergo in formula antecedente ponatur 


n 
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xoi 


« = — m . erit ipfius — differentiale primum = — ; 

r x m r ’ 


tertium 


differentiale fecundum = — (”» + i) ji — , yentiale 

= — ^ &c . unde lequeutes cli» fimpli. 
ciores imprimis notari merentur . 


d - 

-~ dx - n 1 - 

_ ad* 1 . 1 

— dd* * 

X 

X 1 * X 

' * | Mi’ ■ ■■ 

*’ * 

*♦ 

a/ — 

a _L 

V. 

»> 

1 

_ 24 d* ? 


#> ’ ‘ 

- *• » ~ ^ 

x< 

d ~ 

= dd _L 


— dodxl 

*» 


*< * d ' X‘ 

X* 

d -1 

. dd — 

= 21 J JL. d\ — 

I20d*l 

X « 

X* ’ ' *♦ 

x b ’ X* 

x> 

d. -L 

1 

- Jf . J , 1 

— 210 dx' 


** ’ #* 

’ ' ** 

X» 


&c. 


15& Ponendis deinde pro n numeris fraflis differentia- 
lia formularum irrationalium obtinebimus . Sit enim 


n — ~ > erit formulae x ’ feu Vx differentiale primum 




P — . u. v 
f x • d* = ^dxVx fecundum 




u 

Vx &•. 


Hinc 
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Hinc erit : 

w ./• d * j, * — dx* 

d.Vx — — — ; dd.Vx — 

Wx 4*/* 

. A« dx « 2 (/Af’ i 

— — 7 — ; dd.Vx — : ; </.}/* = 


8** V'* 
2-5 </*’ 


3W 

. ♦ //* 4 

d.Vx = — ; dd.Vx = 

4V*J i6xVxi 


pxVx' 2 yx'Vx' 

~idx' 4 

; d.l^x— ; — 


54 *’v^x? 

quae exprefliones fi paulifper infpiciantur, facile habitus acqui- 
retur huiufmodi differentialia , etiam fine praevia rcduftione 
ad formam potgftatis , inveniendi . 

157. Si /x non fuerit 1, fed numerus alius five affir- 
mativus five- negativus integer, differentialia aeque facile defi- 
nientur. Cum autem differentialia fecunda Sc ahiorum ordi- 
num eadem lege ex primis , qua haec ex ipfis poteilatibus , 
deriventur , exempla fimpliciora primorum tantum differenti»- 
lium apponamus . 

d - W » = 7 dxt / x ; dx * /* = j xdxVx ; dx * </x = ^ x ' dxVx ; 


— dx 




d . — =■ 


'5 dx 


Vx 2xVx’ xVx zxxV x ’ . xxV x ix i Vx ’ 

III I 

d. xVx — f dxV x ■ d. xVx* = j dxV x' ; 


. * dx 

— JL Oz. . 
v — » ) > 
Vx 


J.xxVx=s 7 j xdxVx; d. xxVx' = ' xdxVx' ; 8cc. 

, 1 — dx , 1 — 2 dx , I — 4 dx 

i 1 j > d- - — ; > d. | — ~ , 

Vx $xV x Vx 1 gxVV xV x % x'Vx 




— ydx 


&c. 


d. —i— = m d JL . 

* 1 i 

xVx* ^x 2 Vx l x'Vx $x*Vx 

158. Ex his iam funftionum omnium algebraicarum 
rationalium integrarum, differentialia poterunt inveniri , prop- 
tcrea quod earum finguli termini funt poteftates ipfius x , 

quas 
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quas differentiare novimus. Cum enim quantitas huiufmodi 
p -f - q + r -f- s -f- &c. pofito x-\-dx loco x abeat in p-\-dp-\-q 
-f- dq + r -hdr + s -f* ds + &c. erit eius difTerentiale — dp + dq 
+ dr -f - ds -f &c. Quare fi fingularum quantitatum/), q, r, s, 
diflerentialia aflignare queamus , firnul quoque aggregati ea- 
rum diflerentiale innotefcet. Atque cum multipli ipfius/> dif- 
ferentiate fit aeque multiplum ipfius dp , hoc efl d. ep = adp ; 
erit quantitatis ap + bq-\rcr difTerentiale =r adp-\- bdq-\- cdf. 
Cum denique quantitatum conflantium diflerentialia fint nul- 
la , erit quoque quantitatis huius "/> + % + cr+f diflcrentia- 
le = adp +■ bdq -f- cdr . 

159. In fundtionibus ergo rationalibus integris cum 
finguli termini fint vel conflantes vel poteflates ipfius *, difi 
ferentiatio fecundum praecepta data lacile abfolvetur . Sic erit : 
d(a + x) = dx ; d(a + bx) = bdx; 

d(a-\-xx) = 2 xdx ; d(aa — xx) — — ixdx ; 
d(a-\-bx-t-cxx) = bdx + 2 cx dx ; 
d(a-{-bx-\-cxx-\-ex ' i ) = bdx-{- 2 cx dx~h 3 ex'dx ; 
d(a-\-bx-{-cxx-\-cx'' ~h/x i ) = bdx+ 2 Cxdx-\-iex'dx-\-tfx'dx. 
Atque fi exponentes fuerint indefiniti' erit : 
d(i — *" ) — — nx"~' dx ; d(i -\-x' n ) — mx m ~ 'dx; 
d (a-f- bx” -f- cx ” ) ~ mbx“~' dx + »cx n ~' dx . 

160. Cum igitur funfliortes rationales integrae fecun- 
dum maximam ipfius x dignitatem m gradus diftinguantur , 
manifeftum efl , fi huiufmodi funflionunl continuo diflerentia- 
lia capiantur , ea tandem fieri conflantia , pofleaque in nihi- 
lum abire, fi quidem diflerentiale dx aflumatur conflans. Sic 
funflionis primi gradus a-f-bx diflerentiale primum bdx efl 
conflans, fecundum cum fequentibus nullum. Sit fundio fe- 
cundi gradus 

*+ bx + cxx—y ; erit dy —bdx + lcxdx ; • 

, ddy=i2cdx 1 ", </ 3 / = o. 
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Simili modo li ponatur fun£tio tertii gradus 
a-\-bx-\~ cxx + ex 1 =y ; erit dy=. bdx -f- 2 cxdx + yxxdx ; 
ddyc=z zcdx' + 6exdx' 8c d i y = 6cdx 1 atque d 1 y=z o. 
Quare generaliter li huiufmodi funflio fit gradus n , eius dif. 
ferentiale ordinis n erit conflans, & fequentia omnia nulla . 

161. Neque etiam differentiatio turbabitur, li inter 
poteflates ipfius x , quae huiufmodi fuu£lionem componunt , 
occurrant tales, quarum exponentes lint numeri negativi feu 
fra£li • Ita 

I. Si fu y = a + b V x — — 

x 

. bdx . cdx 

erit dy — * 1 . 

2/A? XX 

II. Si fit y = — h b -j- r/.v — — e x 

/x 


. — adx . cdx 

erit dy — — - — r 
2x/x 


•cdx y 


2/x 

. . 3 “dx 1 cdx 5 

& ddy — . 

4*x/x 4x/x 

b c f 
III. Si fit y — a + ~ -7- -f — 

/x x xVx xx 

, — 2 bdx \cdx ifdx 

em dy — —- + — 

3x/xx jxx/x 
ioWx' 2 8cdx 3 , 6fdx * 


Sc ddy — 


X* 


jixVxx 5) x'/x 
cuiufmodi exempla fecundum praecepta data facillime abfol* 
vuntur. 

161. 
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162. Si quantitas differentianda propofita fuerit pote- 
ftas eiufmodi funifionis, cuius differentiate exiiibere valemus, 
praecedentia praecepta fuificiunt ad eius differentiata primum 
definiendum. Sit enim p lunflio quaecunque ipfius x y cuius 
differeatiafe dp in poteftate elt, erit ipfius potelfatis p' diffe- 
rentiale primum = np"~'dp. Hinc fequentia exempla fol- 
vuntur : 

I. Si fit y — (a + x)’; erit dy = n(a-\-x)'~ l dx 

II. Si fit y =a {aa — xx ) 3 ; erit dy z=i ■ — 4 xdx{aa — xx) 

III. Si fit y =s — ■* — feu y = (aa + xx)— 1 

aa- \-xx 


— 2 xdx 


erit dy - — - — — . 

{aa -f- xx) 1 

IV. Si fit^ = V(a +■ bx -f- cxx ) ; erit dy = 


bdx -f- lcxdx 
2 V{a + bx + cxx) 


V. Si fit y =1 y/ {a* —~ x* )* feu y^{a * — * 4 )' 
erit dy — — } k 1 </#(«♦ — *« ) * = — 


VI. Si fit y : 


✓(1 — xx) 


3/O* 4 — * x* ) 
feu ^ = (1 — xx) * 


—1 


erit dy == xdx ( 1 — xx) ‘ = 

VII. Si fit y ~ {a-\->/ bx-\-x) 

, dxyfb\2^x-\-dx 
erit dy — ■ 


xdx 


(i — xx)S(l — #*)* 


dtf/b + zdxt/x 


3^* +✓*#+»)* d/x./(4 + //’*+#)* 


VIII. Si fit y = 


« + ✓(44 XX )’ 

O 


cb 
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ob d. ✓(*» — **) = ——— erit , j i 

✓ ( aa — xx) • 

— dx-\-xdx — xx) xdx — • dx</(aa — «*) 

* (*+✓(**“**))' (x + ^{aa — xn)/V(ae — xx) 

dx{x — V{*« — x*))* 

feu dy — : / 

( 2 xx — aaf v(aa — xx) 

X 


IX, 


(2** — aa) 1 V{j“> — xx) 

. Si fit y = 1 — + **)';) • '* : 


■: • 1 


Ponatur 


— —p & v(i — X*)* 

Vx 



ob j' = V‘(i — p-\-i j'/ t erit dy = — , 

—P + V) r 
— 4 *d x * 

3V(i — xx) 

quibus valoribus fubfti tutis fiet : 

> j idx : zxyx — 4 xdx : V ( 1— xx) 

Simili autem modo lingulares litteras loco terminorum ali- 
quantum compofirorum lubllituendo omnium huiafmodi fun- 
ilionum differentialia facile eruuntur. 

163. Si quantitas differentianda fuerit produflutn ex 
duabus plgribufve fun&ionibus ipfius x , quarum differentialia 
cqnllant, eius differentiale fequente modo commodiflime inve- 
nietur. Sint p & q fun&iones ipfius x y quarum differentialia 
dp & dq iam funt cognita, quia pofito x-\-dx loco x; p 
abit in p-\-dp & q in q+dq: produ£lum pq tranfmutabi- 
tur in (p + dp) ( q -f- dq) =s pq -f- pdq + qdp -f- dpdq . Unde 

pro- 


4V(r 


— dx 


Iam per antecedentia eft dp=. 8t dq = 

* - ' 2X\Tx V 
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produdi pq differentiale erit = pdq q d p dpdq ; ubi 

cum pdq Sc qdp iinc infinite parva primi ordinis , ac dpdq 
fecundi ordinis,' ultimus terminus evanefeet, erit que igitur 
d, pq = pdq 'h qdp < Diflerentiale ergo produdi pq conflat ex 
duobus membris , quae obtinemur , fi uterque fador per dif- 
ferentiale alterius fadoris multiplicetur. Hinc faciie deducitur 
differentiatio produdi pqr ex tribus factoribus conflantis : po- 
natur enim £>•=*, fiet pqr = pz , & d. pqr—pdz-p-zdp , 
verum oB z — qr erit dz 2= qdr-\-rdq , quibus valoribus lo- 
co z & dz fubftitutis erit d. pqr = pqdr -f - prdq -f- qrdp . 
Simili modo ii quantitas differentianda quatuor habeat fado- 
res erit: d. pqrs—pqrds -f- pqsdr-\~prsdq qrsdp : 
unde quilibet differentiationem plurium fadorum facile per- 
fpiciet . 

I. Si ergo fuerit y — (a -f- at) (b — x) , erit 

dy — — dx (ti +x) -\-dtt (b — x ) = — edx -\-bdx — zxdx 
quod idem differentiale quoque invenitur, fi quantitas propo- 
lita evolvatur: fit enim y — ab — ax-Vbx — xx , ideoque 
per fuperiora pftecepta dy~-~mdx-\-bdx — zxdx . 

II. Si fuerit y — — V(a * — Arar). 

X 

i ( ■ 'dx 

Ponatur — =/> & Viaa — xx) = <7, quia eft dp = 

X XX 

—xdx . ' 

& dq=— r , erit 

7 \f(aa — xx) 

dy = pdq + qdp = — — — xx) ; 

Vf aa-^-xx) xx 

quae ad eundem denominatorem redudae dabunt 

■ — xxdx — aadx-hxxdx — aadx . _ 

7 = — . — 7 — i — ttt. Hinc erit difle- 

xx V [aa — xx) xxV(aa — xx) 

rentiale quaefirum , dy=s . : . 

xx\f{aa — xx) 

O z 


III. 
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III. Si fuerit / — 


xx 


V(a* -f- x* ) 
Ponatur xx—p, & 


V(a* ~h x 4 ) 
w ~~zx^dx 

dp = 2xdx & dq = 


(a* -f x 4 )*' 

, , , — 2x'dx , 2 xdx 

pdq + qdp = r -T 


quia mvetumus 
erit ' 

2 a' xdx 


i l 


v r (* 4 +*) 

Hiuc ergo erit differentiate quaefitum 

2 a* xdx 

y ~ (x*~+x* (** + **) * 


IV. Si fuerit y = 


x-j- V (i + xx ) 

Ponendo x—p & — —77 — — — ■ =f, fib dp = dx 
r x+>f(i-i-xx) r 

^ ^ — xd x : V ( 1 +* x) — dx(x+\?( 1 -fx- *';) 

^ (x+Vd+xxl/ (x+V( i+xx)J V(i+xx) 

erit pd q-\- q d p — 


(x + V{i-i-xx))V(i-\-xx) ’ 
— xdx 

T 


dx 


(x-i-^’{i+xx))V r (i + xx) Ar + V(i+**) 

dx (V (.1 + xx ) — x) . , 

= - — — - . Fiet ereo differentiate 

(x + V(i+xx))V(i -hxx) 

dx(V( 1+xx ) — k) . 

quaefitum dy — — . ; cuiuj iractio- 

\ 7 •(* + ✓<! +xx))V{l+XxV 

nis fi numerator ac denominator multiplicetur per 

, , , n r , dx(l + 2 XX 2 XV ( I + #*)) 

✓ fiet .«■ = 77 » 

dx 
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dx + , 

■ — ; r 2 nd x . 

✓ (i+xx) . 

Idem differentiale alio modo commodius inveniri poteft; 

cum enim fit y = — ■ — r , multiplicetur numerator ac 

* + ✓(! + **; 

deuominator per V(i + xx) — x, fietque 

y — xV( i+xx) — xx = V(*' + x 4 ) — **» 

cuius differentiale per priorem regulam eft 

«(/x-f-i * 1 , dx-\-2xxdx . 

dy — r 2 xdx~ ; 2 xdx . 

7 V^xx-f-x 4 ) ■ V^I-f-xx) 

V. Si fuerit ^==(x + x) (b — x) (x — c), erit 

dy — (*+*) {b — x) dx — (<i+x) (x — c ) dx-\-[b — x) (x — r) dx. 

VI. Si luerit y — *(nn + x*)^(«. — xx). 

Ob tres faflores ergo reperietur 
dy = dx (aa + xx) V (aa — xx) + 2 xxdx V (aa — xx) 

xxdx {a a + *x) dx ( a 4 4* aa xx — 4X 4 ) 

V(aa — xx) '/(aa — xx) 

164. Quanquam etiam frafliones in faftoribus compre* 
hendi poffunt , tamen commodius utemur regula fraftionibu* 

. b 

differentiandi infervienre. Sit ergo propofita haec fraflio — 

9 

cuius differentiale inveniri oporteat. Quoniam pofito x-\-dn 
loco x fra&io illa abit in 

9 + *9 ^ P) \q qq) q qq^ q qq 

unde fi fraftio ipfa — fubtrahatur, remanet eius differentiale 

9 

J. — , ob evanefeentem terminum . - ^ - . 

9 9 99 M 

■■ . • , HltlQ 
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Hinc ergo erit </. — =: — — ■ , unde haec regula 

pro differentiatione cuiufque fractionis enalcitur. differen - 

tiali numeratoris per denominatorem multiplicato fubtrabatur 
differentiate denominatam per numeratorem multipli* itum , 
rcfiduum dividatur per quadratum denominatoris^ quotufque 
erit differentiate fraflioitis quaefitum . Cuius rw . ac ufus per 
fequentia exempla illuftrabitur. 

I. Si fuerit y=z — ~ — , erit per hanc regulam 


dy~ 


aa -J- xx ’ 

(aa + xx) dx — ixxdx (aa — xx) dx 


■ (aa+xx)* (a a xx)‘ 

* r ■ V(aa-\-xx) 

II. Si fuerit y — ; repentur 


dy = 


aa — xx 

(aa — xx) xdx : s/ (aa -f- xx) -f- 2 xdx V (aa xx) 


(aa — ■ xx)* * 

» r r. , n- , (x aa-\- xx) xdx 

& faCIa reduftione </y = -• - . / — , r- . 

(aa — xx )■ v (aa-f-x x ) 

Saepenumero expedit ea regula uti , quae fequitur ex formula 
• • . P dp pdcf 

priori d. — =. ■ — qua differentiale fraftionis aequa- 

, . * . * .V 

le repentur differentiali numeratoris per denominatorem divi- 
fo, demto differentiali denominatoris per numeratorem multi- 
plicato at per quadratum denominatoris divifb. Ita 

III. Si fuerit « = ^ XX 

7 a' +< 

. 2 xdx 

dv\ 


erit 


■ aa xx-\-x* ’ 

(aa — xx )(iaax d x -f- 4 x'dx) 
(a> -f- aaxx + x* )‘ 


a* -f- aax X~hx* 
quae ad eundem denominatorem revocata praebet . 

• , — •2xdx(la i + 2aaxx — > x* ) 

(« 4 -f- aaxxffx* )‘ idj. 
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165. Haec iam fufficiunt ad cuiufque funftionis ratio- 
nali? ipfius x propofitae diflerentiale inveftigandum ; ft enim 
fuerit integra modus differentiandi iam fupra eft expolitus. 
Sit igitur funfiio pfopofita frafla , quae femper ad huiufmodi 
formam reducetur: 


_ A + B* + C*» + 4 - E*« 4 - F*< -f- 8cc . 

a + &x -f }x - + Sx 3 + £*■« + £ + & c. 

Ponatur numerator c=p & denominator ut fiat 

p • > qdp- — pdq 

y = L i eritque dyzzz^-L — C_Z . At cum f It . 

p — A -f- B* -f- C*’ + D* 3 -f- E*’ -f- &c. 


& q 2=. a + 6x + }x' + 8x* + f x* -f &c. -i 

erit dp = B dx + lCxdx -f- 3D x'dx + 4E x*dx + &c. 

&. dq — Sdx ~h 2 Jxdx -f %6x'dx -f 4 Cxdx -f- &c. 
unde per multiplicationem obtinebitur: 

qdp — aBa'* -f- 2aC xdx -f- -$aT)x'dx -f- 4aE*Vx -f- 8cc. 

SB + iSC -f- 36D + &c. 

?B -f- 2 jC + &c. 

ffB +&c. 

pdq — oAdx -f- £ Bxdx -f- iCx-dx -f- (>DxV* + &c. 

2 ?A -f- 2^B + 2jC -f- &c. 

3(?A + 3^B + &c. 

4^A + &c. 1 


Ex his itaque obtinebitur diflerentiale quaefirum: 

ta-iswis , ts .. 

- ? B "**-.^B*'* 

— 3<SA — 41 A 


+ 5 <iF • : 

+ 3 ^E 

— - dC x 4 d x ^ c * 
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Quae expreflio ad cuiufvis fun&ionis rationalis di.fferentiale 
expedite inveniendum maxime elt accommodata. Quemadmo- 
dum enim numerator differentialis ex coefficientibus numerato- 
ris ac denominatoris funCtionis propofitae combinatur, ex in- 
fpcflione mox intelligitur, denominator vero differentialis eft 
quadratum denominatoris fun&ionis propofitae. 

1 66 . Si fractionis propofitae vel numerator vel deno- 
minator vel uterque ex factoribus confiet , multiplicatione 
a£tu inftituta orietur quidem forma , qualem modo differcmia- 
vimus ; attamen facilius pro his cafibus regula peculiaris for- 


mabitur . Sit igitur propofita huiufinodi fraftio > — 


P r 


Ponatur numerator />r = P, ut fit dP =pdr rdp . 

P •. qd)?— m Vd(j # ■ 

ob y — — , erit dy = — • fubftitutis autem 

q . > . - ■; qq 

P & dP valoribus , habebitur : 


q 

Atque 

loco 


_P 


r- ■ ,-cr . pqdr + qrdp — prdq 

q • qq 


I. Si fuerit y 

Si fit y — pofito denominatore ^r = Q, 

erit dQj=qds-\- sdq , & dy=s^^ — . 

qqss 

II. Si fuerit y = — , erit 

q* 

Si fuerit > = — , 

& ,! Jy= s^=m 

Q J QQ 

d P = pdr 4* rdp & <fQ =s qds ■+- sdq , 
prodibit fequens differentiatio : 


Quare 


qsdp — pqds — psdq 

dy — — < 

qqss 


ponatur pr = P & ^r = Q, ut habeatur 
Cum autem fit 

t 

III. 


Digitized by Google 


C A F U T V, 


, . pr 

IiL Si fuerit y = — , 

V 

• pqsdr -f- qndp — pqrds — prsdq 

erit dy = = — - , 

^ j rdp ^ pdr prdq prds 

J qs qs qqt qss , . 

Simili modo , fi numerator ac denominator fraflionis propo- 
fitae plures habeant faftores , differentialia eadem ratione in- 
vedigabuntur ; neque ad hoc ampliori manuduitione erit opus. 
Quamobrem quoque exempla huc pertinentia praetermitto , 
cum mox modus generalis has omnes differciuiandi methodos 
particulares compleitens afferetur. 

1 6 y. Dantur autem cafus tam produftorum quam fra- 
flionum, quibus differentiale commodius exprimi poted,. quam 
per regulas generaliores hic expolitas . Evenit hoc fi faftores , 
qui' vel funftioncm ipfant , vel funflionis numeratorem aut 
denominatorem condituum , fuerint potedates. 

Ponamus funflionem. differentiandam ede y—p"q H , ad 
cuius differentiale inveniendum fit p" — P & q n=t Q.> 
ut fiat / = PQ. & dy = PdQ-\-QdP . Cum autem fit 
dP — mp‘“~ 'dp 8c dQ=nq H ~ 'dq , fiet his valoribus fubdi- 
tutis : dy — np m q'~' dq-\- mp"'~'q''dp—p' n — 'q”~' (npdq -f- mqdp)\ 
unde fequens oritur regula:. 

I. Si fuerit y=p m q n ' 

erit dy = 1 .p m ~ 1 q n ~ I (npdq -f- mqdp ) . 

Simili modo fi tres fuerint fa flores , differentiale invenietur, 
ac reperietur hoc modo expreffum. 

II. Si fuerit y=^p m q"y* ; 

erit dy ~ p m ~ l q n ~ l r k ~ 1 (mqydp -f- nprdq -f- kpodr ) . 

i<58. Sin autem fuerit propofita fraftio, cuius vel nu- 
merator vel dehominator habeat faflorem , qui ed potedas , 
regulae quoque particulares tradi poterunt. Sit primum propo- 

P fita 
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p m 

fit a huiufmodi fra&io y = — , erit per regulam fra&ionibus 

7 

infervientcm dy — V — — L — 1 quod Jifferentiale com- 

?? 

modius fic exprimetur. 

L Si fuerit , = erit /, = 0*24), 

? ?? 

Sit iam v = — , fiet per eandem fuperiorem regulam 

9 ",_ 

</y z= } cuius expreffionis fi numerator ac 

denominator per q ”~ 1 dividatur, erit </y = — ? . 

Quamobrem . 

II. Si fuerit y=£- erit = 2^— - -^3.. 

Quod fi vero proponatur y ; invenietur 

. mp m ~ , q’’dp — up m q n ~ l dq , . , 

dy—— 1 - i — £ u — £ , quae reducitur ad 

qin 

. mp n, —t qdp — np’ n dq „ 

dy = — — £ — £ . Quocirca 

iir er- /*" , p m ~ l (mqdp — Hpdq), 

III. Si fuerit y=z — erit dy— r — -A- L — . 

q n q n ~+ l 

Denique fi propofita fuerit huiufmodi fraflio y — • — , 

habebitur per regulam fraflionum generalem 
. p m q n dr — mp m — 1 q n rd p — np m q n — x rdq 

' pm.qin ’ 

cuius expreffionis cum numerator & denominator fit divifibi- 
lis per pm—iqn—i . . :i • 

IV. 
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IV. Si fuerit y — 


pmqn 


erit 


dy=. 


_ pqd> mqrdp — ttprdq 


- l q>- 


Si plures occurram fa&ores, huiufmodi regulae fpeciales, quas 
verbis exprimere fuperflumn foret , facili negotio pro quovis 
cafu erui poterunt. 

i6p. Regulae differcntiandi quas luclenus expofuimus 
tam late patent , ut nulla excogitari poflit funflio ipfius st 
algebraica, quae non earum ope differentiari queat. Si enim 
fun&io ipfius * fuerit rationalis, vel erit integra vel frafh», 
priori calu §. I5p. modum dedimus eiufmodi funfliones diffe- 
rentiandi , polleri ori vero cafu in §. 165. negotium abfolvi- 
mus. Simul vero etiam compendia, fi fa&ores involvantur, 
differentiationis exhibuimus. Deinde vero etiam quantitates 
irrationales cuiufvis generis diflerentiare docuimus , quae quo- 
modocunque functionem propofitam afficiant , five ei per ad- 
ditionem , five per fubtra&ionem five multiplicationem live 
divifionem fint implicatae , perpetuo ad cafus iam tra£tatos re- 
vocari poterunt. Intelligenda autem haec funt de funCtionibus 
explicitis; nam de implicitis, quarum natura per aequationem 
datur, infra, poltquam fun&iones duarum pluriumve variabi- 
lium differentiare docuerimus, traCtandi locus erit. 

>170. Si regulas hic traditas fingulas perpendamus atque 
inter fe conferamus, eas omnes ad unam maxime univerlalera 
reducere poterimus; quam autem infra demum rigida demon- 
llratione munire licebit; interim tamen & hoc loco non adeo 
difficile erit eius veritatem attendenti intueri . Funflio quae- 
cunque algebraica compofita efl ex partibus , quae vel additio- 
ne vel fubtraflione vel multiplicatione vel divifione inter fe 
erunt complicatae; haeque partes erunt vel rationales vel irratio- 
nales. Vocemus ergo illas quantitates funflionem quamvis con- 
Hituentes eius partes. Tum pro qualibet parte f unci io propoft- 

P 2 ta 
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ta feorfint ita differentietur , qtiafi ea pars fola effiet varia- 
bilis , reliquae vero partes omnes conflantes . Quo jatlo fingit! <t 
ifla differentialia , quae ex fimgulis partibus modo deficripto eli. 
ciuntur , in unam Jummam colligantur , Jicque obtinebitur dif- 
ferentiate funtlionis propofitae . Huiufque regulae ope omnes 
omnino fun£tiones diiieientiari poterunt , nequitiem tranfcen- 
deutibus exceptis, uti infra oltendetur. 

171. Ad regulam hanc illultrandam ponamus funflio- 
nem y duabus conltare partibus, five per additionem five fub- 
tra&ionem connexis, ita ut fit y=p±q. Ponatur primo fo- 
la pars p variabilis, altera q conltans erit difieremiale — dp , 
deinde ponatur altera pars +<7 fola variabilis, altera vero p 
conflans, eritque difFerentiale =t±dq. Atque ex his diffcren- 
tialibus diflerenciale quaefitum ita componetur, ut fit dy — 
dp±dq, omnino uti idem iam fitpra invenimus. Hinc vero 
fimul liquet , fi funtlio pluribus conllet partibus , five invi* 
cem additis five fubtraftis, nempe y—p±q±r±s , ope huius 
regulae inventum iri dj — dp±dq±dr±ds, plane uti & fu- 
perior regula docebat, 

171. Si partes fint in fe invicem multiplicatae, ita ut 
fit y—pq^ manileflum efl polita fida parte p variabili, fore 
difierentiale =qdp; at fi altera pars q fola variabilis Ilatua- 
tur, erit differentiate —pdq , Addantur ergo haec duo ditfe- 1 
rentialia invicem, atque prodibit differentiate quaefitum dy — 
qdp -f- pdq , quemadmodum ex iam allatis conflat. Si plurcs 
fuerint partes per multiplicationem connexae, Ici licet ye=.pqrs, 
fi fucceflive unaquaeque fola variabilis flatuatur, orientur ifta 
differentialia qrsdp , prsdq , pqsdr , & pqrds , quorum 
fumma dabit difierentiale quaefitum , nempe 

dy qrsdp -f- prsdq ~h pqsdr -f- j>qrds , 
prorfus uti iam ante invenimus. Difierentiale ergo ex toti- 
dem partibus componitur, five partes fun&ionem conflituen- 
tes fint invicem atklitae fubtratfaeve , five in fe invicem mul- 
tiplicatae 
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173. Si partes iunclionem formantes per divifionem 
fint connexae , nempe y — — ponatur fecundum regulam pri- 
mum fola pars p variabilis, eritque ob q conflans diflercntiale 
= — ; deinde ponatur fola pars q variabilis ob y =pq~' , 

q j 

erit diflerentiale = — , quae duo differentialia colleila 
qq ■ 

dabunt differentiale funihonis propoli tae 

d _dp_ pdq qdp pdq 

y q qq~ qq ’ 

ficut iam fupra invenimus. Simili modo fi funflio propo- 

fita fit y = — , ponendo fucceflive fingulas partes fola* 
rs 

p , q , r & s variabiles, prodibunt fequcntia differentialia: 

A rji z£i± & -_m± 

1 rs rs rrs rss 

^ qrsdp -f- prsdq — pqsdr — pqrds 

rrss •! 

174. Dummodo ergo lingulae partes, ex quibus funftlo 

componitur, ita fuerint comparatae ; ut earum differentialia 
exhiberi queant, fimul quoque totius fundlionis differentiale 
inveniri poterit. Quodfi igitur partes fuerint funftiones ratio- 
nales , tum earum differentialia non folum ope praeceptorum 
ante iam datorum inveniuntur, fed ea quoque ex hac ipfa 
regula generali erui poterunt: fin autem partes fuerint irra- 
tionales, quia irrationali tas ad potcflates, quarum exponentes 
lunt numeri frafli , reducitur , eae per differentiationem pote- 
flatum, qua eft d.x" dx differentiabuntur . Atque , ex 

eodem fonte haurietur quoque differentiatio eiufmodi formula- 
rum irrationalium , quae alias infuper exprefliones furdas in- 

vo- 
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volvunt. Unde patet fi cum regula generali hic data, infra 
vero demonftranda , coniungatur regula differentiandi potella- 
tes, tum omnium omnino ninftionum algebraicarum aitferen- 
tialia exhiberi poffe. 

175. Ex his omnibus iam dilucide fequitur, fi y fuerit 
funflio quaecunque iplius * , difierentiale eius dy huiufmodi 
habiturum elfe formam dy—pdx , in qua valor ipfius p per 
praecepta hic expofita femper affignari queat. Erit autem p 
funflio iplius x quoque algebraica, cum in eius determinatio- 
nem nullae aliae operationes ingrediantur, nifi confuetae, 
quibus funfliones algebraicae conditui folent. Hancobrem fi y 

dy 

fuerit funflio algebraica ipfius x , erit quoque — funflio alge- 
braica ipfius x. Atque fi * fuerit etiam funflio algebraica 
ipfius *, ita ut fit dz — qdx , ob q funflionem algebraicam 

ipfius x , erit quoque — funflio algebraica ipfius x , quippe 

quae eft = — Quare fi huiufinodi formulae -- in exprelfio- 

nem cetera algebraicam ingrediantur , eae non impedient , 
quominus ea cxpreflio fit algebraica , dummodo y & z fue- 
rint funfliones algebraicae . 

1715. Poterimus autem hoc ratiocinium extendere ad 
differentialia fecunda & fuperiorum ordinum . Si enim ma- 
nente y funflione algebraica ipfius x , fuerit dy=pdx , 
atque dp — qdx ; erit fumto differentiali dx conllante , 
ddy — qdx 1 uti fupra vidimus . Cum igitur ob rationes an- 
te allegatas fit quoque q funflio algebraica ipfius x , erit 

quoque non folum quantitas finita, fed etiam funflio al- 
gebraica ipfius x , dummodo y fuerit eiufinodi funflio. Si- 

d^y d A y 

mili modo perfpicietur , fore — — , - — , &c. funfliones al- 

dx 3 dx* 
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gebraicas ipfius x , modo y fuerit talis ; atque fi z fit quo- 
que funftio algebraica ipfius x , omnes exprefliones finitae; 
quae ex differentialibus cuiufvis ordinis ipfarum y , z , & ex 

ddy d*y dxd*y 

dx componuntur cuiufmodi funt — f- ; ; &C. 

r ddz dzddy ’ dy~>dd* * 

finiul erunt funfliones algebraicae ipfius * . 

177. Cum igitur nunc methodus fit tradita cuiufque 
funftionis ipfius x algebraicae differentiate primum invenien- 
di , eadem methodo poterimus quoque difleremialia fecunda 
altiorumque ordinum mveftigare . Si enim y fuerit funftio 
quaecunque algebraica ipfius * , ex eius differentiatione dy = 
pdx innotefeet valor ipfius p . Qui fi denuo differentietur 
atque reperiatur dp = qdx , erit ddy = qdx 1 , pofito dx 
conflante , ficque definietur differentiate fecundum . Differen- 
tiando porro q , ut fit dq = rdx , habebitur differentiale 
tertium dy = rdx * ; ficque ulterius differentialia ahiorum 
ordinum indagabuntur ; quoniam quantitates p , q , r , &c. 
omnes funt funftiones ipfius x algebraicae , ad quas differen- 
tiandas praecepta data fufhciunt. Hoc ergo efficietur conti- 
nua differentiatione ; omiflis enim dx , in differentiatione ip- 

dy ~ 9 

fius y , prodibit valor ipfius ~ e= p , qui denuo differentia- 
tus ac divifus per dx quod fit dum ubique differentiale dx 
omittatur , dabit valorem ipfius q £= Simili modo |porro 


invenitur 


d'y „ 

r = — — &c. 
dx 3 


I. Sit y = • 


cuius differentialia tam prima quam 

aa + xx 

fequentium ordinum requiruntur.-' ' *•' ! ’ 

Primum ergo differcntiando fimulque per dx dividendo 
dy — 2aax 

S =-( 7 . T ^ F ’ ‘““ i”'!”" 0 


erit 


^ ddy 
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ddy — 2 a > ■+• 6aaxx 

dx 4 (aa+ xx ) 3 

</ 3 p 2 ^ 11 * X 24 /7<Mf s 

3 (aa + **) 4 

d*y 24 // 4 — 240a 4 *\* -f- I20d<«f 4 

</* 4 ( aa + **) 4 

— 720<j 6 jr4' 2400« 4 * 3 — 720 aax * 
dx* ~ («<* + **)* 

&c. 


II. sit y = 
& fequentia : 

; 

dx 


V(l ATAf) 


, eruntque differemialia primum. 


ddy 

1Z 7 


(i AfAf) 1 

I + 2 XX' 


d'y 

dx 3 


(1— **)‘ 
py -f- (fo 3 

(1 — 

P + J2X' + 24Af 4 

4*' ~ (i—xx)' 

d' y 22 5* + tfPOAf 3 + I20Af^ 

^* 5 (1 —xxf 

d^y 225 + 4050* * 4 * 54 °°* 4 + 7 20 * ‘ 

d* b (i—xx)' 

& c. 
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Haec Diiiarentialia facile ulterius continuantur; inierim ta- 
men lex , qua termini eorum progrediuntur , non cito patet . 
Coefliciens quidem fupremarum ipfius *• poteftatum lemper 
eft produilum numerorum naturalium ab i ufque ad ordinem 
differentialis , quod quaeritur. Interim Ci has formas ulterius 
continuemus atque perpendamus , deprehendemus fore genera- 
liter , fi y = 


<!-**) r 

rf- y== i.z . 3 » r . + _I , 

** n (i-**r*-* v 2 *• 2 - 

rj r>(n-i)(n-i)(n-j) ^_ k ^ r.j-5 »( »-i)...(;;- 5 ) ^ t 


2-4 


I. 


3 - 4 


2,4 .6 


1. 2 


. 6 


2.4-tfi8 1 . 2 8 y 


Huiufmodi ergo exempla non folum inferviunt ad habitum in 
differentiationis negotio acquirendum , fed etiam leges , quae 
in differentialibus omnium ordinum obfervantur , per fe funt 
notatu dignilhmae , atque ad alias inventiones deducere poliunt . 



Q 
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DE DIFFERENTIA TIONE FUNCTIONUM 

transcendentium. 

178. 

Meter infinita quantitatum tranfcendentium feu non alge- 
braicarum genera, quae calculus integralis lia ppedi tabi t, in in- 
troductione ad analylin infinitorum ad cognitionem aliquot hu- 
iufmodi quantitatum magis ufitatarum nobis pervenire licuit , 
quas doftrina de iogarithmis & arcubus circularibus luggefle- 
rat. Quoniam igitur harum quantitatum naturam tam diluci- 
de expofuimus , ut fere eadem facilitate atque quantitates al- 
gebraicae in calculo traftari queant, earum quoque aitierentia- 
lia in hoc capite inveftigabimus , quo earum indoles ac pro- 
prietates clarius perlpiciantur ; hocque pa£Vo aditus ad calcu- 
lum integralem, qui quantitatum traufcendentium elt fons 
proprius , patefiat. ' . 

17^1. Primum igitur occurrunt quantitates logarithmi- 
cae, feu eiufmodi funtliones ipfius x, quae praeter expreflio- 
nes algebraicas quoque logarithmum ipfius x, feu cuiufvis ipfi- 
us funflionis involvunt. Ad quas diiferentiandas , cum quan- 
titate; algebraicae nullum negotium amplius facetiam, omnis 
difficultas in inveniendo difliefentiali logarithmi cuiufque ipfi- 
us x funftionis erit pofita. Quia vero Ipgarithmorum pluri- 
ma dantur genera diverfa , quae tamen Ijiter fe conllantes te- 
nent rationes , hic logarithmos hyperbolicos potifiimum con- 
templabimur, cum ex iis omnes reliqui logarithmi facile for- 
mentur. Si enim funtfionis p logarithmus hyperbolicus fuerit 
— lp , tum eiuldem funffionis p logarithmus ex alio canone 
defuimus erit = mlp , denotante m numerum , quo relatio 
. "V • huius 
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huius Iogaritlnnorum canonis ad hyperbolicos exprimitur . 
Hanc ob caufam lp perpetuo hic defignabit logarithmum hy- 
perbolicum quantitatis p. 

180. Quaeramus ergo differentiate logarithmi hyperbo- 
lici quantitatis x, ponaturque y—lx , ita ut difTerentialis dy 
valor definiri debeat. Ponatur x-\-dx loco x 7 ficque tranfibit 
y in y' e=y-\-dy, quare habebitur 

y + dy — l(x ffdx) & dy — l (x ~h dx) — lx = t(i-\ -). 

At iam fupra logarithmum hyperbolicum huiufmodi expref- 
fionis 1 -f- 2 ita per feriem infinitam exprefiimus , ut edet 

2 1 % 3 x * 

/( !+*)=* 1 + &C. 

' 234 

dx 

Pofito ergo — pro 2, obtinebimus; 


dy — - 


dx dx ' 


dx 1 


■ &C. 


X 2X 2 3* 5 

Cum igitur huius feriei omnes termini prae primo evane- 
liiant, erit. d. lx — dy =- — . Unde alius cuiufcunque lo- 

X 

garithmi, cuius ad hyperbolicum ratio eft ut n : 1 , differen- 
ndx 

tiale erit rr . 

x 

181. Si igitur cuiufque ipfius x funflionis p logarith- 
mus lp proponatur, eodem ratiocinio reperietur eius differen- 

tiale e(Te = — , unde ad logarithmorum differentialia inve- 

P 

nienda haec habetur regula. Quantitatis p, cuius logarithmus 
proponitur , fumatur differentiate , hoccjuc per ipfam quantita- 
tem p diyifum dabit differentiate logarithmi quaefitum. Se- 

Q 2 qui- 
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P — 1 


quitur haec eadem regula quoque ex forma , ad quam 

fuperiori libro logarithmum ipfius p reduximus. Sit wsso, 
& cum fic 

p* i • » » i d p 

lp = " ■ : ern d. Ip — d. — p m — p— 1 dp— — ob gj— o. 


a 


a 


dp 


Notandum autem eft — efle differentiate logarithmi hyper- 

bolici ipfius p ; ita ut , fi logarithmus vulgaris ipfius p pro- 

dp 

poneretur , differentiale illud ~ multiplicari deberet per hunc 
numerum 0,43429448 Scc. 

182. Ope huius ergo regulae, cuiulcunque funflionis 
ipfius x logarithmus proponatur , eius ditterentiale facillime 
inveniri poterit , quemadmodum ex iequentibus exemplis per- 
fpicietur.: 

I. Si fit y = Jx ; erit dy = — — . 

II. Si fit y=: lx n ; ponatur *" = />, ut Tit y — lp, eritqus 

dp ttdx 

dy — — . At eft dp z= nx 1 dx , unde fit dy — . 

Idem quoque ex logarithmorum natura colligitur ; cum 

enim fit lx " = nlx , erit d.lx’ = nd.lx == . 

x 

III. Si fit * = /(i 4 *w*), erit dy — — -* — . 

I “p XX 


IV. Si fit > = / 


/(1— xx) 


; quia erit y — — ty(i—xx') 


.... .... , xdx 

~ — -j /(1 — .xx) , invenitur dy = . 


V. 
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ob y — Ix — i I(i + 
dx 


xx) t 


V. Si fit y==l—-- r, 

J V{l+KX) 

dx x dx 

Ct * X l+XX .V ( I + xx) 

VI. Si fit f = l(x + V( i + xx)), fiet 

dx -f xdx : V(i + xx) _ xdx -f dx V(i 4 ~ xx) 

^ x+V(i+*x) _ (* + /(l + **))✓(!+ 

cuius fra&ionis cum numerator ac denominator per 

dx 

*+V(i+**) iit divifibtlis fiet dy= + ■ . 

VII. Si fit >= l(xV— i+/(i— xx)) , ponatur 

X V — i =*. Atque ob y = ~^— /(* + ✓(!+«)), 

.erit per praecedens dy =— — • dx : V(i + zx ) . 

dx 


Quare , ob dz = dx V—i , fiet dy — ", , • 

Quamvis ergo logarithmus propofitus imaginaria involvat , 
tamen eius differentiale fit reale. 

183. Si quantitas , cuius logarithmus proponitur, ha- 
beat faftores, tum ip(e logarithmus in plures alios refolvetur 
hoc modo: Si proponatur y = lpqrs , quia erit 

. , dp.dq dr ds 

y = lp + lq + h+ls , ent dy = A- + ~+ — + 

Haec refolutio pariter locum habet , fi illa quantitas , cuius 
logarithmus difierentiari debet , luerit fraftio . Sit enim 

y — / — , ob y = lp + Iq-lr-ls , erit<fy = — + — -- — — • 
y rs' y r 1 p q r .* 

Neque etiam poteftates difficultatem movebunt , fi enim 

fue- 
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luerit y 


n n 

— / 1—1— y ob y = mlp 4" nlq — \dr — y/j , 


r/“r' 


mdp ndq fl dr vds^ 

erit dy q r s 

I. Si fuerit j = /(« + ») (* + ») (* + *) » quia em 
^ = /(« -f a:) 4 - /(£ -f a:) +• /( c 4 * x) , fiet differentiate quacntum 

dx dx dx 

* a + x i + x r + * 

II. Si fucrity = j l - — — > em y == r ^(i "t"* - ) - i l (i , 

[dx [dx dx 
hincque — . 

III. Si fitj>=l/ ^ r > objraaW(V*(l +») + ») 

✓(!+**)-* ^ 

— x/(v^(i+xx) — *),erit^=-7^-.— ^ + 


dx 


V{ I + **) 

V( 1 4- xx) + x 


✓(i-f-**) ✓(i4-**) 

Hoc idem facilius invenitur, fi in frafiione 

, irrationalitas in denominatore tollatur multi- 

Vtifxx)— * . . , 

plicando numeratorem ac denominatorem per \f(i~rxx)-rxy 
prodibit enim 

^ = ;/(/(i-fx*)4-*)*=/(v / ‘( i4-**)+*)j 

^ f dx 

cuius differentiale ante vidimus efle dy — • 

iv. si fit / == / 1 * • Ponatur huilK 

f V(i 4-*) — vf(i — *) 

fraftionis numerator V~( i 4”*) 4" V ( i — x) = p & ^ c ' 

nominator V"( i4“*) — /(i — x)—q i tnty — l £ =zlp—lq, 
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<• 1 dp dq dx dx 

oc dy = — — — , E/t vero dp-=. — 

p q 2 /(i+*) j/(i — x) 

j dx ' dx pdx „ 

a< I , \ 1 — r = — — > r . Hinc fiot 

+ 2 V^(l — x) 2^(1 — xx ) 

J P__dj___ — q dx ^ pdx ~(p p -f qq)d» 

P 2 P^( l " K ) 2 tpV(l xx) 2pqV(l xx) 

At eft pp qq z=. 4 & Pl — 2 * > unde erit 

dx 

dy — r . Hoc autem different iale facilius ia- 

*/(i — xx) 

venietur , fi logaritlimus propofitus ita transformetur , 

M \ H XX J 

Pofito enim — -j- V" ^ — — 1 ^ = /> , erit 

'j — dx dx — dx dx 

~ ** ** »*/(*—**) 


— — xx)) , I + V^I— xx) 

= ~ > “ fc °s“ e • ° b f ^ ; — * 

. , dp — dx 

em dy = — — — , ut ante. 

p x v ( x — xx) 


1JS4. Cum igitur logaritlimorum differentialia prima, 
fi per dx dividantur , fint quantitates algebraicae , differcntia- 
lia fecunda ac fequentium ordinum per praecepta praecedentis 
capitis facile inveniuntur , fi quidem differentiate dx aflumatur" 
conilam. Sic pofito 

_v = 
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y = /x 

dy- J 4 


& = - 


— dx' 

^,s=— — , & 


ldx* 

d l y— — 5- , 

x» 


erit 

d x 
ddy 

dT* 
d^y 
dx 3 


Sc Vsa-1 


1 
x 

-1 
x = 

2 

X 3 


— 6dx 4 

d*y = ——,8c 


d*y ~6 

dx 4 x 4 


Atque fi p fuerit quantitas algebraica, fitque y — !p, ctiamfi y 
, d y ddy d‘y 

non fit quantitas argebraica , tamen j~ ; ^ - ; ~j~j~ > &c ’ 

erunt fun&iones algebraicae ipfius x. 

185. Expolita logarithmorum differentiatione , funftio- 
nes, quae ex algebraicis ac logarithmis funt permixtae, facile 
differentiabuntur , perinde atque eae , quae ex logarithmis Co- 
lis componuntur; uti ex fequentibus exemplis fiet perlpicuum. 

I. Si fit/ = (/x)*, ponatur lx=sp , atque ob y — p* 

dx-t . , idx 

erit dy — zpdp ; verum dp = — ; ideoque erit dy =5 — /x. 

X 99 

ndx . 

II. Simili modo fi fit y =s (/x) " , erit = — (Ik) ’~'t 

99 

• j dx 

unde, fi fit^ = /k, ob » = t> erit = ~^ ’ 

III. Atque fi p fuerit funftio quaecunque ipfius x , pona-. 
turque y ‘—■(Jp)" j erit dy — ~~~ df) *~" 1 • Q. uare cutn 

rentiale dp per praecedentia alfignari poffit, erit quoque difie- 
rentiale ipfius y cognitum . 

IV. Si fit y z=.lp . lq , fuerintque p & q funftiones quae- 

CUU; 
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cunque ipfius x , per regulam faiftorum fupra datam erir 

ty—jh +~‘p- 

V. Si' fit y — xln • erit per eandem regulam 

dy = dxlx -f- dxlx -f- dx . 

H 


VI. Si fit y = x m lx — — x m , differentiatione fecundum 
m 

partes inftituta, reperietur d.x" 1 lx=.mx m ~' dxlx +x m ~ l dx , 
i 

« d . — x m —x m ~ l dx . unde erit dy = mx m ~' dxlx . 
m 


VII. Si fit y = x m (lx)" , fiet dy — mx m ~ l dx(lx)" 
-f- nx 1 dx (lx) ”~ l . 

VIII. Si logarithmi logarithmorum occurrant, uti fi fue- 

• • dp 

nt yx= llx , ponatur /*=/> , erit ^ = /p, Si dy = — ; 

at eft dp zz. — ■ unde fiet dy = . 

x x lx 

IX. Atque fi fuerit y — lllx , fi ftatuatur lx —p , fiet 

. dp 

yzzllp, eritque per exemplum praecedens dy — at eft 

dp — — , quibus valoribus fubftitutis habebitur dy = ■ — — . 


i8d.. Expofita logarithmorum differentiatione, progre- 
diamur ad quantitates cxponentiales , feu eiufmodi. poteftates , 
quarum exponentes fint variabiles. Huiufmodi autem ipfius * 
funflionum differentialia per logarithmorum differentiationem 
inveniri pofliint hoc modo. Quaeratur differentiale ipfius a x , 
ad quod inveftigandum ponatur y — a x , eritque logarithmis 
fumendis ly — xla. Sumantur iam differentialia, atque obti- 

R nebi- 



no 
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nebitur — — dxla : unde fit dy —ydxla , cum autem fu 
y 

y — a x , erit dy — a x dxla , quod eft differcntiale ipfius a* . 
Simili modo , fi fit p funil io quaecunque ipfius x , huius 
quantitatis exponentialis a ' differentiale erit — a p dpi a . 

187. Hoc idem autem differentiale immediate ex natu- 
ra quantitatum exponcntialium in iutroduffione expofita deduci 
poteft. Sit enim propofita a" , denotante p funilionein quam- 
cuuque ipfius x , quae, pofito * -fi dx loco x , abeat in 
p-\-dp. Unde fi ponatur y — a f , fi k abeat in x + dx , erit 
y -fi dy— a r ideoque dy = a r ■+ — a r (a‘ lr — t). 

Ofiendimus autem fupra , quamvis quantitatem exponentialem a ■ , 

, • r r r • • • . , 1 z '( la ) > , z3 (^) 3 , o 

per liutulmodt lenem exprimi 1 -fi zla -j j -fi &e. 


unde erit <♦=! -fi dpi a -fi — • — — [- Stc., Sc a 1,11 - 1 = <//>/.*, 

2 

quia fequentes termini prae dpla omnes evanefeunt . Confe- 
quenter erit dy zz. d.a f — a 1 ' dpla . Quare quantitatis expo- 
nent ialis aP differentiale erit produllum ex ipfa quantitate 
exponenti ali , exponentis different 'tali dp , Cj logaritbmo quan- 
titatis conjlantis a, quae ad exponentem variabilem ejl cvecl a . 

188. Si igitur e fit numerus , cuius logarithmus hy- 
perbolicus eft=i , ut fit le—i , erit quantitatis e x difi 
ferent iale — e* dx . Atque fi dx fumatur conflans , erit 
huius difiercntiule —e x dx' , quod eft differentiale fecundum 
ipfius e x . Simili modo differentiale tertium erit =. e x dx ~‘ . 
Quare fi fit 

dy „ ddy 

y-—g*x erit -.=;»(« Sc - r ^-=n , e nx 

’ dx ’ dx 1 

J',y d*y 

porroque — ~n^e vx ; — &c. 

Unde patet ipfius c nx differentialia primum , fecundum & 

reli- 
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quantitas conflans n" 


reliqua fequemia confli tuere progreflionem geometricam : 

eritque ergo differentiate ordinis m ipfius e Ki -—y , nempe 

d'"y .. • • d "y 

— i- =3 n m e "* : htneque igitur — — 

«fo- ’ 1 yi* m 

189. Si ipfa quantitas , quae elevatur, fuerit variabi- 
lis eius deferentiale liraili modo invelligabitur . Sint p & q 
fun&iones quaecunque ipfius x , ac proponatur quantitas ex- 
ponentialis y=p 1 ■ Quintis logarithinis erit ly — qlp , 
• • qdp 

quibus differentiatis erit = dqlp -f , unde fit 


dy —ydqlp ■ 


Hoc 


ergo 
p ' 1 dqlp 


— — ~ p 1 dqlp -j- qp i—' 'dp , ob y = p i 

P 

differentiate conflat duobus membris , quorum prius 
oritur , fi quantitas propofita p ' 1 ita difierentietur , 
quafi p effet quantitas conflans , folufque exponetis q variabi- 
lis : alterum vero membrum qpi~'dp oritur , fi in quantita- 
te propofita p 1 exponens q tanquam conflans fpeeletur , fo- 
laque quantitas p , quafi effet variabilis , trafletur . Hocque 
ergo differentiate per regulam generalem diflerentiandi fupra 
traditam inveniri potuiflet . 

ipo. Eiufdem vero expreffionis p f differentialc quoque 
ex natura quantitatum exponentialium erui potell hoc mo- 
do : fit y—p' , eritque , loco x pofito x -f- dx , utique 
y + dy — (p -j- dp)‘ 1 ' +, '> , quae expreifio , fi more folito in 
feriem refolvatur , fiet 

y + dy = pi -+ 1 ' + (q + dq) p* dp 

+ <rtiiLk+Ji^2 p + &c . 

I. 2 1 

ideoque 

dy=p''*- 1 i — p’ + (q 4- dq)p l ’ -*•<>-' dp , 
fequentes enim termini , qui altiores ipfius dp poteflates in- 
volvunt , prae {q + dq)p*-+- i i-' dp evanefeunt . At efl 

R 2 p J 


pi-*-' l i-pi—p , (p , ' l -l')=p l ’(i+dqIp + 


dq'(lp)' 


+ &c. - i ) 


=xpidqlp. In altero vero termino (q + dq)p‘ 1 ~^ i, ~' 'dp fi 
loco q dq fcribamus q , orietur qp q ~'dp , ideoquc difFeren- 
tiale erit ut ante dy = p' dqlp -f- qp^^dp . 

ipi. Facilius vero hoc idem differentiata ex natura 

J luant i tutum exponentialium invefligubitur , hoc modo: Cum, 
umto e pro uumero, cuius logarithmus hyperbolicus eft=i,, 
iit p’ — e‘i‘ e , utriufque enim logarithmus eit idem qlp ; erit 
y = ri 1 ? . Quare , cum nunc quantitas elevata e fit con- 


llans . 


, erit dy — e^^dqlp -f- , uti ante offendimus in 

regula §. 187. data. Reffituatur igitur pi loco fietque 

dy= p ■' dqlp p* qdp : p — p' ! dqlp -f- qp 1 ~'dp . 

Si igitur iuerit y — x x , erit dy = x x dxlx •+* x* dx ; 
atque hinc quoque eius ulteriora differentialia definientur : ro- 
perietur enim : 

■$ = *’(; + («+'»)•) 








&C. 


ip2* Inter ciiiTerentialia huiufmodi funflionum, quae 
quantitates exponentiales compledluntur , imprimis funt no- 
tanda fequentia exempla , quae ex difierentiatione formulae 
e*p originem habent; eff autem 

d. e x p = e x dp + t x pdx = e x (dp + pdx ) . 

I. Si fit y=ze x x" ; erit dy = e x nx 'dx + t x x’dx 

feu dy = e x dx (nx 1 + x * ) 

II. Si fit y — t x (x — 1) 

Erit dy = <•* xdx*. 

III. 
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III. Si iit ys=e x (x' — 2* + 2) 

Erit dy — c*xxdx. 

IV. Si fit / = < J, (# 3 — 3Sf* + < 5 Af — 6) 

Erit dy — e* x i dx • 

1^3. Si ipfi exponentes fuerint denuo quantitates ex- 
ponentiales , differentiatio fecundum eadem praecepta infti- 


tuetur. Sic fi haec quantitas * differeniiari debeat, ftatua- 

X 

e 


ture* = />, ut fit y e sse f , erit dy = e r dp ; at 
eft dp — e* dx , unde fi fuerit 

X X 


erit 

X 


dy~ 


e e 


dx , 


atque fi fit y — e 


erit 

r 


dy = 1 


e e 


dx . 


9 

Quod fi vero fuerit y — p > ftatuatur q r —x, erit 
dy = p * dzlp + zp ’~ l dp , at dz = cj ’ drlq -f- rq r ~ l dq , 
unde dy z. p 1 q’ drlpdq + p' rq r ~'dqlp + p' q r dp : p . 

Quare fi fit : 


,=p , «.«=/ r {dnpj,+ r -i&+ J -i) 


Hoc ergo modo , quaecunque occurrat quantitas exponentia- 
lis, eius ditlerentiale inveniri poterit. 

194. Pergamus ergo ad quantitates tranfcendentes , ad 
quarum cognitionem coniideratio arcuum circularium nos fu- 
pra deduxit. Sit igitur in circulo, cuius radium conftanter 
ponimus unitati aequalem, propofitus arcus, cuius finus fit 
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— x, quem arcum hoc modo exprimamus A fin x, huiuf 
que arcus differentiale invcltigemus , feu incrementum quod ac- 
cipit , Ii frnus x diifcrentiali luo dx augeatur. Hac autem ex 
differentiatione logarithmorum praeftari poterit, quia iu in- 
troduflione odendimus hanc expreflionem A fin x reduci pof- 
le ad hanc logarithmicain : 

— — /(/(i — xx)-\-xV — i). Polito ergo / = Afin*, erit quo- 


que /=- /(^(i — xx)\-xV — i) ; quae differentiata dat 


i f — xdx . , \ 

— ( 77 / r +</*/— ‘i J 

— iwii — .YA f) / 


d 7 - 


'•V r (l — .v*) 


V(l — x.v)-|-aV — i 

unde fit dy = . 

V(l—xx) 


dx[x\I- 

(/( l -xx) fx/- 1 y(l-xx) 


195. Jdud arcus circularis differentiale etiam hoc mo- 
do facilius fine logarithmorum fubfidio inveniri poted . Si 
enim fit / = A fin x , erit x finus arcus y, feu * = finy. 
Cum igitur, polito x -f- dx loco at, abeat y in y dy , fiet 
•v -f- dx = fin ( y -f- dy ) . At quia ed 

fin (a + b) = fin a. cof b -f- cof a. fin b , erit 
fin (/ -f- dy) — (in/, cof dy -f- cof/. fin dy. 
arcus aurem evanefcentis dy finus ipfi illi arcui dy , eiufque 
cofinus finui toti aequatur , hanc ob rem fiet 
fin ( y -f- dy) = fin/ -f- dy cof y , ideoque x -f- dx = fin/ -f- dy cof/. 
Quia vero ed 

fin y — x , erit cofinus ipfius / (eu cof/ = V(i — .y.y), l 
quibus valoribus fubditutis , erit dx = dy^(i — xx), 

ex qua obtinebitur dy = — . 
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Arcus ergo, cuius finus proponitur , differcntiale aequetur dif- 
fer entia! i fotus per cofuw.m divifo . 

196. Cum igitur , fi p fuerit funflio quaecunque ip- 
fius x , atque y denotet arcum , cuius finus clt p , (eu 

dp 

y = Afinp , fit huius arcus differcntiale dy — — r, 

f • . . v^(i 

ubi V(i — pp) exprimit cofinum eiufdem arcus, inveniri 
quoque poterit differcntiale arcus , cuius cofinus proponitur. 
Sit enim y—Acofx , erit eiufdem arcus finus = /(i — A’*) , 
ideoque y— A fin /(i — xx ). Fa£lo ergo^=V(i — a-*), erit 
— . . — dx 

Arcus ergo , cuius cof.nus proponitur , differentiate aequatur 
dijjerenriali cofwus negative J unito , atque per ftnum eiuf- 
dent arcus divifo . Quod etiam hoc modo ofiendi poteft : 

fi fit y — Acofxy ponatur z = AfinAr, erit dz= — 

V(i — xx j 

at arcus y f- z fimul fumti dant arcum conflantem 90 ° , 
eritque y^-z — conflans ideoque dy-fdz = o, feu dy — — dz- f 

unde fit dy—— r, ut ante. 

✓(i — xx) 

1 97' Si arcus proponatur differentiandus , cuius tan- 
gens detur , ita ut fit j = Atang*. Arcus autem cuius 

• . x i 

tangens efl x, finus erit= 77— ; r , & cofinus = • 


V"(i -f- xx) 


Pofito ergo 


/(i + ax) 
1 


’ " n ‘ = — — 

fiet y — A fin p : unde per regulam modo datam erit 

At ’ 0b ^ = nr^)’ erit ^= 

qui- 



Arcus 


!3<S 


CAPUT 


n. 

I + xx 


ergo 


quibus valoribus fubftitutis fiet dy 

cuius tangens proponitur , differentiate aequatur differentiati 
tangentis per quadratum fetantis divifo. Eft enim V(l-\- xx) 
fecans , fi * fit tangens . 

ip8. Simili modo fi proponatur arcus , cuius cotau- 
gens datur , ita ut fit y — A cot * ; quia eiufdem arcus 

tangens eft = — , pofito — =/» , erit /=sAtang^ ac 

X X 


Cura nunc fit dp — , fafta 


— dx 


dp 

propterea dy — —A - — 
fubftitutione , erit dy~ — - — , quod eft differentiale cotan* 

i XX 

gentis negative fumtunv , atque per quadratum cofecantis di* 
vifum. Porro fi proponatur _y = A lec * , quia eft 

I dx dx 

y = A cof- , fiet dy=z -=— At* 


xxV 


(-T.) 


xt/{xx i) 


que , fi fit y s. A cofec. x , erit y = A fin — , ideoque 

x 


dy = 


— dx 


Saepe etiam finus verfus occurrit , ita 


xV(xx — i) ' 

fi proponatur y = A fv. x , quia eft y — A cof (i — x) , huiuf- 
que arcus finus eft =zV"(zx—xx) , fiet dy — — . . 

</{lx XX) 

ipp. Quamquam ergo arcus, cuius finus, vel cofinus, 
vel tangens , vel cotangens , vel fecans, vel cofecans , vel 
denique finus verfus datur, eft quantitas tranfeendens , tamen 
eius differentiale, fi per dx dividatur, erit quantitas algebrai- 
ca , ac propterea quoque eius differentialia fecunda, tertia, 
quarta &c. fi per poteftates ipfius dx convenientes dividan- 
tur. 


. S 
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rur. Ceterum , quo haec diffcrentiatio melius percipiatur , ad- 
iunximus fequentia exempla . 

j. si G t y = Afin2xV^(i— xx), ponatur />=2xV(i— **)» 

dp „ 

at fit y = Afin/> , eritque dy=——^. Ateft 

„ ixxdx _ldx(i — 2xx) 

dp= 2 dxS( l— ) - — (— X ) ’ 

& ^■( l —j)p)= 1 — 2 XX , quibus valoribus fubftitutis, erit 

d v =i — — — Quod etiam inde patet, quod 2x/(i — xx) 
J V(l — xx) 

fit finus arcus dupli , dum x eft finus fimpli , erit ergo 
- • , , 2 </x 

y = 2Afinx, ideoque dy=z- 


V(i— m)" 


I — XX I xx 

H. Si fit / =Afia ; ponatur = P , «»t 

— , 4 *^- & ✓( i —/>/>) = ^77“ • Ql“ re cum f,t 

(i + xx)‘ v i + ** 

<//> . , — 2 </* 

J '=7U=7Fr m - ,= r+»>' 

I — x „ I — * 

III. Si fit y =A fin/ „ ponatur V = Z 1 » 

2 2 


. i+x „ , — dx 

erit /(i — pp)—V‘—^- 1 8c dp = 


A-r) ' 


unde 


dp 


—dx 


fit dy yr(i—pp) 2/(1 — xx) ' 

2X 2X 

IV. Si fit y =A tang ’ faa ° P ~ 7^7* » 

(i+xx)* 2 *(i + »«) n 

«“ ■+ff='(7cr^T> St ‘''’ — (T-=F' q 

S cum 


» 
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dp > 

cum fit = per regulam tangentium (1517) 

. icix 

erit dy = — - — . 

I + XX 

xr c ■ r . A v^(i + *») — 1 , 

V. Si fit y — A tang i } pofito 

V( 1 -f- xx) — 1 2 + xx — 2 V' - ( 1 + xx ) 

/> = , fiet pp = i , & 

x XX 

i +pp _ 2 + 2 *»~ 2 \f(i + xx) _ 2(V(l + xx)— i)V(l +xx) _ 
** , i .. i, .. ** 

Atqui dp = 


-dx 


^_dx d*(V( 1 4 -xx) — 1) 

xxV(i+xx) xx xx /(1 + **) 

dp _ .</x 


Quare cum fit </v = — . fiet </v — . r 

!+/>/> y 2(l + Xx) 


etiam inde intelligitur , quod fit A tang 


; quod 
V ( I + *x ) — I 


= x A tang x. 

A Cn x 

VI. Si fit y—e , haec formula quoque per praece- 

Afin x dx 

dentia diflerentiabitur : fiet enim dy — c — 

J V{l — xx) 

Hoc ergo modo omnes funfiiones ipfius x , in quas praeter 
logarithmos atque exponentiales quantitates etiam arcus circu- 
lares ingrediuntur, differentiari poterunt. 

200. Quoniam differentialia arcuum per dx divifa fiint 
quantitates algebraicae, eorum differentialia lecunda & fequen- 
tia per ea, quae de funflionum algebraicarum differentiatione 

r . . dx 

expofuimus, invenientur. Sit y = Afinx, quia eft dy——, r, 

/(i-xx) 

. dy 1 

ent — yr/j . j cuius diffcrentiale dabit valorem pro 

^ • .. ddy 
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ddy • ' 

~~ , fi quidem dx lumatur conflans : unde different ialiu ipfus 

y cuiufvis ordinis ita fe habebunt . 

Si fit ^ = Afin*; erit 


d a 

V(x — X») * 

ddy 

H 

dx‘ 

d*y 

1 -f- zxx 

dx'~ 

( 1 — XX ) * 




& fumto dx conflante 

I “■ * ~ * - 

i 


d** (1 — **)» 

d[y p-f-72*’ + 24»» 

d^y 225 » d- 5oox 3 -f~ I 20 x* 

.. (1 — xxf 

’ ;&c. 

unde concludimus ut fupra §. 177. fore generaliter: 

d"+'y 1.2.3 » . 

' dx*-+' (1 — *»)' 


in 


i'»(» — 1) , 1.3 n(n — lYfe — i)(n — 3) 

-f — ii ii — — 

- - 2.4. I. ‘2. 3. 4 


I. 2 


1*3*5 n(n~l)(n~i)(n—^)(n~4)(n~ 5) 


-f- & c, 


) 


.±Ji 




. 2.4.5 I. 2.-3. 4. 5. 6 

201. Superfimt quantitates, quae ex harum inverfione nafcun- 
tur , fcilicet finus , tangentefve arcuum datorum , quas quomodo 
differentiare oporteat, oflendamus. Sit igitur * arcus circuli, 

S 2 & 


» 


"V 
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Si fin x denotet eius finum , cuius differentiale in veftigemus . Po- 
namus^ = fin», ac pofito x+dx loco *, quia y abit '\ay-\-dy , 
erit yhdy = fin(*-f-<y*), & dy = fin(* + dx) — fin*. 
Eft autem fin (a? + dx) = fin x . cof dx + cof*. fin dx . atqm 
cum fit, uti in introduftione oftendimus 

* * J , x< : 

m * — 1 occ. 

i 1.2.3 t- 2 - 3 - 4-5 


cof * = I 


+ 


&C. 

1.2. 1.2. 3.4 

erit reieftis terminis evanefcentibus zo(dx — 1 8 c fin dx 
— dx, unde fit fin (* + </*)= fin * + </* cof*. Quare, pofi- 
to fin* , erit dy — d* rcof*. Differentiate ergo fmus ar- 
tus cuiufvis aequatur differentiati arcus per coftnum multipli- 
cato. Si igitur fuerit p funftio quaecunque ipfius *, erit fi- 
mili modo d. (\np = dp cof/». 

202. Similiter fi proponatur cof*, feu cofinus arcus*, 
cuius differentiale invefiigari oporteat. Ponatur y = zof *, & 
pofito x-\-dx loco *, fiet y + dy— cof(*-f -dx). Elt vero 
cof(* + </*) = cof*.cof</* — fin*. fin dx , & quia :ut modo vi- 
dimus eft c of<^* = x & Cindx — dx,ex\tyr\-dy =co (x-dx fin*, 
idcoque dy ~ — dx fin at. S^uare differentiale cofinus c» - 

iufque arcus aequatur differentiati arcus negative fumto per 
Jmum eiufdem arcus multiplicato. Sic fi p fuerit funclio 
quaecunque ipfius x, erit d.coCp — — dp fin p.Hae differentia- 
tiones quoque ex antecedentibus elici poffunt hoc modo: (i 
— f . ^ Af . 

fuerit y = fin/> , erit f = A fin/ ; & dp — ■ ■ . ■ ^ „• at ob 

y=finp , erit cofp — v^(i — yy) , quo valore fubftituto erit 
dy 

dp — — & dy — dpzofp , ut ante . Pari .modo fi fit 

y — co{p , erit V{i — yy)z=(mp , & p = A cofy , ideoque 
—dy —dy 

ib — —- — ■ — r= - — •, unde fit ut ante riV— fin». 
✓(( —yy) fin/> ’ - ' f 
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joj. Si fuerit ^ = tang* , erit dy = tang (» -f- dx) 

_ , , , x tang ar + tang dx 

— tang» ; at eft tang (« + </ar) = > — , a qua 

° ' / r — tang x. tang dx ’ 1 

fraftione fi tangens x fubtrahatur , remanebit dy =3 

tang dx(v\- tang x. tang x) . 

■ — . Verum arcus evanefcentis dx tan- 

i — tangar, tangr/ar 

gens ipfi arcui eft aequalis, ideoque tang dx ~ dx , & deno- 
minator i — dx tangar, abit in unitatem: quocirca fiet dyzz. 

dx(i-{- tangar*) . Eft vero i+ tangar* = fec ar 

denotante colar* quadratum cofinus ipfius ar : conlequenter fi 

dx 

fuerit y = tang ar , erit dy sr dx fec ar * = — . Quod dif- 
ferentiate quoque per differentiationem finuum 8c cofinuunt 

_ - finar 

inveniri poteft; cum enim fit tangar = — — , erit 

dx cof x. cofar + dx fi n ar.fi nar dx 

* • cof ar * cof ar * 

ob fin ar ' + cof ar * = i. 

204. Aliter etiam hoc differentiate invenitur . Cuna 
fit y=z tangar , erit ar = A tang y , & per praecepta fupe- - 

. dy 

riora fiet </ar = — - — . 

V(i+yy)=kcx=z — » ideoque dx — dy cof ar * , & 


At cum fit / = tangar!, erit 


dx 


dy = — , ut ante * Tangentis ergo cuiufvis arcus dif- 
ferentiate aequatur differentiati arcus divifo per quadra- 
rum cofinus eiufdem arcus . Simili modo fi proponatur 

y=cotar, fiet x~ A cotv, 3c dx ~ — — . At vero erit 

‘+n Y 
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/(i fvv) = cofec x — — — , unde habebitur dx — — dyf inx’ 
lin x 

— dx 

& dy = — . Cot angentis ergo cuiuffvis arcus differentia- 

le aequatur different iali arcus negative fumto ac per quadra- 

• . cofx 

tum /mus eiufdem arcus divifo. Vel quia eft cotx=- — , 

fin/r 

fiet hanc fraflionem differentiando : 

r — dx fin x ' — dx cof x ' — dx 

finar 1 fin** ’ 

uti modo invenimus . 

205. Si proponatur fecans arcus , ut fit y=fec x, 
i , dxfinx 

quia erit y = — — , erit dy = — - — = dx tang x. fcc x. 
coi x coi x '• 

Simili modo fi fuerit y — cofec x . ob y — , erit dy — 

fin x 

—dxcofx 

— — = — dx cot x cofec x , pro quibus cafibus peculia- 

,res regulas formare fuperfluum foret . Si finus verfus arcus 
proponatur y = fv.x , quia eft y =1 — cof* > er * t dy — 
dx fiu x . Omnes ergo cafus , quibus linea quaepiam refla ad 
arcum relata proponitur , quia femper per finum cofinumve 
exprimi poteft, fine difficultate differenti uri poterunt. Neque 
vero tantum differentialia prima , fel etiam fecunda & fc- 
quentia per regulas datas invenientur . Ponamus efle y — fin x 
& z—cofx, atque dx efle conftans : erit ut fequitur : 


y — fin x 

dy — dxcofx 

ddy — — dx' fin* 
d*y — —dx 3 cof* 
d 4 / = dx * fin x 
8 cc. 


z = cofx 
dz — — dx fin * 
ddz — — dx'cofx 
d*z — d» r 1 fin ac 

d*z — dx*cofx 

8c c. 

106. 
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106. Simili modo inveniri poterunt differentialia omnium 

ordinum tangentis arcus x . Sit enim y = tang*= , 

w coi x 

k ponatur dx conflans , erit 


linar 


y — 

coCx 


Il~ 

1 

K 

dx 

cof* 1 


ddy 

2 fin * 

% 

dx'~~ 

cof* 3 


d i y 

6 

4 

dx 5 

cof* 4 

cof* 1 

d*y_ 

24 fin* 

8 fin * 

dx 4 

cof* 5 

cof* 3 


120 

120 

dx 5 

cof* 15 

cof* 4 

d i y 

720 fin* 

OO 

O 

d^ = 

cof* 7 

cof i 

d' y 

5040 

6y 20 

dxi ~ 

cof* 8 

cof* 4 


1* 32 fin* 

cof* 3 


201 6 

cof* 4 

&c. 


64 


cof* 1 


207. Funfliones ergo quaecunque , in quas finus vel co* 
finus arcuum ingrediuntur , per haec praecepta differentiari 
poterunt, uti ex lequentibus exemplis videre licet. 

I. Si fit y=r2fin*.cof*=:fiu2ar 

Erit dy — idxcotx 1 — 2</*fin* * = 2</*cof2*. 

II. Si fit , vel y = fin 7 * 

2 

Erit 
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</xfinx _ c 

Erit dy — — . Cum autem iit 

iV 2(1 — cofx) 

^ 2 ( I — cofx ) = 2 iin 7 X , & flQ X — 2 fin 7 x. cof 7 « J 

fiet dy = 7 dx . cof 7 x , uti ex forma y — fi» 7 « 
immediate fequitur . 

III. Si fit / = cof/-; erit, pofito / — = /» » 

x * 

^ = cof/>, & dy — — dpCinp. At, ob p = h — /x , 
erit dp == ; ideoque </jr — — fm ^ — 

finx finx 

-IV. Si fit y — e ; erit dy = e dx cofx. 


cofx 


V. Si fit y — c ; erit <// = • 


cofx 

e ndx fm * 


cof*’ 




ponatur 


VI. Si fit y: 

— m 

finx - 

e =2 p ; atque ob _y = /(i — / (i — p)) j mt 

— n 
fin x 

jp e nd xcoCx 

iy = 2(1— V(i— />) • At eft ***** (in x * 
Quo valore fubftituto prodibit 


dy. 


— n 
fin^T 

— ne dx cof x 


— n —n 

( Cni N fin x 

— V~(i — e )JV(i — e ) 
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CAPUT VII. 

DE DIFFER ENTIATIONE FUNCTIONUM 

DUAS PLURESVE VARIABILES INI 'OLV ENTIUM. 

208. 

Si duae plurefve quantitates variabiles .Y , ^ , z a fe invicem 
prorfus non pendeant , fieri potcil , ut etiamfi omnes fint va- 
riabiles , tamen dum una crelcit decrcfcitve , reliquae maneant 
invariatae: quia enim nullum nexum inter fe habere ponun- 
tur, immutatio unius reliquas non allicit. Neque ergo diffe- 
rentialia quantitatum y & z pendebunt a differentiali ipfius 
x; ideoque dum x differentiali fuo lix augetur, quantitates y 
& z , vel eaedem manere , vel quomodocunque pro lubitu 
variari poflunt. Quodfi igitur differentiale quantitatis x ftatua- 
tur dx , reliquarum quantitatum differentialia dy Sc. d z manent 
indeterminata , atque pro arbitrio noltro vel prorfus nihil , vel 
infinite parva ad dx quamvis rationem tenentia denotabunt. 

209. Plerumque autem litterae y & z funftiones ipfius 
x vel incognitas , vel quarum relatio ad x non fpeClatur , 
fignificare folent , hocque cafu earum differentialia dy & dz 
certam ad dx relationem habebunt. Sive autem y & 2 pen- 
deant ab x live lecus , ratio differentiationis , quam hic fpe- 
£tamus, eodem redit. Quaerimus enim funftionis, quae ex 
pluribus variabilibus x , y , & z utcunque fit formata , dificren- 
tiale, quod accipit, dum lingulae variabiles x,y,&z luis 
differentialibus dx y dy , & dz crefcunt . Ad hoc ergo invenien- 
dum in funflioie propofita ubique loco variabilium quantita- 
tum x,y,z feribatur refpeflive x-\- dx- f y-\-dy,z-\- dz, & ab 
expreffione hoc nrouo refultantc auferatur ipfii funflio propo- 
fita: refiduum dabit ipfum dillerentiale , quod quaeritur, 

T que- 
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quemadmodum ex natura difTerentialium luculenter confiat. 

aio. Sit X funftio ipfius x, eiufque difTerentiale , feu 
augmentum, dum x differentiali fuo dx crefcit , lit =1 Vx. 
Deinde fit Y funflio ipfius y , eiufque difTerentiale — Qdy, 
quod augmentum Y accipit, dum / abit in y + dy : atque Z 
iit funftio ipfius z, eiufque difTerentiale fit = Rdz, quae diflfe- 
rcntialia Pdx,Qdy,Rdz ex natura fun&ionum X , Y , & Z ope 
praeceptorum fupra datorum inveniri poterunt. Quod fi ergo 
propoli ta fuerit haec quantitas X-(-Y -fZ, quae utique erit fun- 
£lio trium variabilium x , / , & z , eius difTerentiale erit 
= Pdx -f- Qdy -f- Rdz . Utrum autem haec tria differentia- 
lia fint inter fe homogenea nec ne perinde eft. Termini 
enim qui continent potelfates ipfius dx prae P dx aeque eva- 
nelcunt, ac fi reliqua membra QdyScRdz abefient, fimilifque 
efi ratio terminorum , qui in difierenriatione funflionum Y & 
Z funt negle&i. 

2 11. Retineant X, Y & Z eadem fignificationes , fit- 
que propofita ifia funflio XYZ i piarum x,y&z, cuius diffe- 
rentiate invefligari oporteat. Quoniam, fi x+dx loco x, 
y + dy loco /, & z-\-dz loco z feribatur, abit X in 
X + IVx ; Y in Y + Q dy; & Z in Z + Rdz , ipfa fun£lio pro- 
pofita XYZ abibit in 

(X + IV*) (Y + Qdy) (Z + Rdz) 

= XYZ -f YZP dx + XZQdy -f- XYR dz 
-j- ZPQ dxdy -f- YPRdxdz -f- XQ 1 Kdydz -f PQR dxdydz. 

At quia dx, dy , & dz funt infinite parva, five inter fe fint 
homogenea five non ; ultimus terminus prae unoquoque prae- 
cedentium evanefeit . Deinde terminus ZPQ dxdy tam prae 
YZPi Ix quam prae XZQ</y evanefeit ; atque ob eandem ra- 
tionem termini YPRdxdz 8 c XQZdydz evanefeent. Ablata er- 
go ipfa fun&ionc propofita XYZ , erit eius difTerentiale 
== YZP dx + XZQdy -f XYR dz . 

212. Exempla haec funftionum trium variabilium x,y y 
& z, quibus pro lubitu quifque plura adiicere poteff , fuffi- 

ciunt 
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ciunt ad offendendum , fi funflio quiecunque trium variabi- 
lium x,y , & z proponatur, utcunque etiam hae variabiles 
inter fe fuerint permixtae , eius differentiale femper huiuf- 
modi formam elTe habiturum pdx + qdy •+- rdz : ubi p , q , & r 
futurae fint lingulae funftiones , vel omnium trium variabili- 
um :v,>,Scz, vel binarum, vel unius tantum, prout ratio 
compolitionis , qua funilio propofita ex variabilibus x,y, 8 cz 
atque conflantibus formatur, fuerit comparata. Simili moJo , 
11 proponatur lunflio quatuor pluriumve variabilium x,y,z, 
& v y eius diflerentiale femper huius modi formam habebit 
pdx + qdy -f- rdz -f- sdv. 

2 1 3 . Confideremus primum funilionem duarum tantum 
variabilium x Sc y, quae fit =V, cuius ergo diflerentiale 
ita fe habebit, ut fit dV ~pdx-\-qdy . Si igitur quantitas 
/ aifumeretur conflans , Ibret dy — o , ideoque funflionis V 
differentiale efiet pdx: fin autem x ffatueretur conflans, ut 
eiret dx — o, folaque y maneret variabilis, tum ipfius V dif- 
ferentiale prodiret —qdy. Cum igitur utraque quantitate x 
& y variabili pofita fit dV — pdx + qdy , i fla regula pro dif- 
ferentianda funilione V duas variabiles x Sc y involvente re- 
fultabit : Ponatur primum fota x variabilis , altera vero y 
tanquam conflans rra fletur , & quaeratur ipfius V differen- 
tiate , quod fi t — pdx . Deinde ponatur fola quantitas y 
variabilis , altera X pro conjlanti habita , (y quaeratur ipfius 

V differentiale , quod fit — qdy. Quibus faflis , pofita utra- 
que quantitate x & y variabili , fiet dV = pdx -f- qdy. 

214. Simili modo, cum funilionis trium variabilium 
a :,y, 8 cz, quae fit = V, differentiale huiufmodi habeat for- 
mam dV = pdx -f- qdy 4 - rdz , manifcflum efl, fi fola quantitas 
x fuiflet variabilis pofita , reliquae vero y Sc. z conflantes 
manfifTent , ob dy — o & dz — o, prodiiffet ipfius V diffe- 
rentiale —pdx. Pari modo inveniretur differentiale ipfius 

V = qdy , fi x & z effent conflantes folaque y poneretur va- 
riabilis; atque fi x & y tanquam conflantes tra£larentur fola- 

T 2 que 
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que a /latucretur variabilis , prodiret differentiata ipfius 
V = rdz. Quare ad fun&ionem trium pluriumve variabilium 
differentiandam , conlideretur feorlim quaelibet quantitas va- 
riabilis , & funflio pro qualibet dilferentietur , quali reliquae 
omnes effent conflantes; tum lingula haec ditlerentialia, quae 
ex lingulis quantitatibus variabilibus funt inventa, colligan- 
tur, eritque aggregatum diflerentiale quaefltum funtlionis pro- 
pofitae . 

215. In hac recula, quam pro diflerentiatione funftio- 
nis quotcunque variabilium invenimus , continetur demonflra- 
tio regulae fupra §. 170 datae generalis, cuius ope funtlio 
quaecunque unicam variabilem comple&ens diflerentiari potefl. 
Si enim pro fingulis partibus ibi commemoratis totidem lit- 
terae diverfae collocentur , (unii io fpeciem induet (unitionis 
totidem diverfarum variabilium, atque adeo modo hic prae- 
feripto differentiabitur , fuccellive unamquamque partem , quali 
fula elfet variabilis , tractando , cunflaque dillerentialia , quae 
ex fingulis partibus oriuntur , in unam fummam coniiciendo : 
quae fumma erit diflerentiale quaefltum , poflquam pro Angu- 
lis litteris valores fuerint reftituti . Haec ergo regula latifli- 
ine patet , atque etiam ad funitiones plurium variabilium , 
quomodocunque luerint comparatae, extenditur. Unde eius 
ufus per univerfum calculum differentiatam elt ampliflimus. 

216. Inventa ergo regula generali, cuius ope lunilio- 
nes quotcunque variabilium diflerentiari poliunt, eius ufum in 
nonnullis exemplis oltendille iuvabit. 

I. Si fuerit V = xy; erit dV ~xdy -{-ydx. 

II. Si fuerit V=*; erit dV = — — *— . 

y y yy 


III. Si fuerit V = — - — — - ; erit 

V ( a a — xx) 

dy yxdx 


dV 


V{aa^-xx) , 


{at — xx )* 


IV. 





erit 
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IV. Si fuerit V = (aAr 4 Sy 4 }) m (Sx 4 zy 4 £) 

dV = w(aAr 4 6y 4 y) 5x 4 zy 4 £)"( adx 4 £dy ) 
4 » ( dx 4 oy 4" ? ) " ( 0* 4 Zy 4 E ‘ ( <Wx 4 tdy ) , 
five </V = (a*4 6y4^) : 1 (<J -\-cy-\-Z. )“~ 1 in 

/ wai5 , 4 wb(J , + >«as . 

(,„a<S 4 «a£ ** 4 * d * 

+ f»o£ , -f mat , 4 , \ 

+ *t’*y -f *>& dx 4- «?< d y )■ 

V. Si fuerit V — ylx } erit 

VI. Si fuerit V = xy ; erit dV = yx>~' dx 4 x> dytx . 

VII. Si fuerit V = A tang — ; erit dV — — . 

* ** 4 yy 

VIII. Si fuerit V = finx. cofy ; erit </V = dx cofx. coty - dy fin.v. finy, 


dV —dylx 4 — . 

x 


IX. Si fuerit V == 


erit 


V{ XX +yy ) ’ 

. v e ‘y dz ^ e X jytxdy — yxdx) 

V(xx 4 -yy) (xx 4 yy) V(xx 4 yy) * 

X. Si fuerit V — e ; A fin 

x 4 V(xx — yy) 

reperietur dV = e*dz A fin - — ' x * ^ 

x 4 V(xx — yy) 

+ ,* xyfy — yydx 


(x 4 V(xx — yy )) (xx — yy)' Vx 

217. Quoniam vidimus, fi V fuerit funflio quaccun- 
que binarum variabilium x & y , eius differentiale huiufmodi 
habiturum efle formam dV = Pdx 4 Qdy , in qua fmt P & 
Q. funfliones a fiinflione V pendentes per eamque determina- 
tae : fequitur has duas quantitates P & Q certo quodam mo- 

do 
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do etiam a fe invicem pendere , propterea quod utraque ab 
eadem funflione V pendet. Quicunque igitur fit ille nexus 
inter quantitates finitas P Sc Q, quem deinceps inveftigabi- 
mus , perfpieuum eft , non omnes formulas difierentiales hu- 
iufmodi P</* + Q dy , in quibus P & Q pro lubitu fint ex 
x & y formatae , polle elfe differentialia cuiufpiam funilionis 
finitae V i piarum x & y. Nili enim ea relatio inter funflio- 
nes P & Q intercedat , quam natura differentiationis requi- 
rit , huiufmodi dilferentiale \?dx-\-Qdy oriri plane per diffe- 
rentiatioucm non potuit, ideoque viciflim integrale non ha- 
bebit. 

218. In integratione igitur plurimum intereft nolfe 
hanc relationem inter quantitates P & Q, ut differentialia, 
quae revera ex differentiatione fun£lionis cuiufpiam finitae 
fune orta , dignolci queant ab iis , quae ad libitum funt for- 
mata, atque nulla integralia admittunt. Quanquam autem hic 
nondum integrationis negotium fufeipintus , tamen ad naturam 
differentialiutn realium penitius inlpiciendam conveniet hanc 
relationem inveltigari ; quippe cuius cognitio non folum ad 
calculum integralem , ad quem hic viam paramus , e(l maxi- 
me neceflaria , fed etiam in ipfo calculo differcntiali infignetn 
lucem accendit. Primum igitur patet, fi V fit funftio dua- 
rum variabilium * &/, in eius differcntiali P dx -f- Qdy 
utriufque differentialc dx & dy inelfe oportere . Neque ergo 
potefl elfe P = o neque Q=o. Hinc fi P luerit funftio 
jplarum x Sc y , formula Vdx nullius quantitatis finitae po- 
terit elfe differcntiale , feu nulla extat quantitas finita, cuius 
differentiale fit P dx. 

219. Sic nulla datur quantitas finita V live algebraica 
five tranlcendens , cuius differentiate fit yxdx , fi quidem fit 
y quantitas variabilis ab x non pendens. Si enim ponamus 
dari eiulinodi quantitatem finitam V, quia y in eius diffe- 
rentiale ingreditur, neceffe eft, ut^ quoque in ipla quantitate 
V iniit; verum fi V contineret y , ob variabilitatem ipfius y 

. ne- 
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neceflario quoque in diflcrcuriali ipfius V differentiaie dy in- 
efle deberet. Quod tamen cum non ad Ii t , fieri nequit, ut 
differentiaie yxdx ex cuiiifpiam quantitatis finitae difierentia- 
tione fit ortum. Cum igitur pateat formulam F</.v + Qdy , 
fi Q fit o, & P contineat v, differentiaie realc cfTc non 
poffe, fintul intelligitur , quantitati Q non pro lubitu va!o- 
rem tribui polle, fcd eum a valore ipfius P pendere. 

220. Quo igitur hanc relationem inter P •& Q in 
diffcrentiali d V — Pdx + Qdy invclHgemus , ponamus primo V 
elTe funflionem nullius dimenfionis ipfarum * & y : a cafibus 
enim particularibus» ad relationem generalem afeendamus . 
Quod fi ergo ponamus y — : t x , ex funffione V quantitas x 
prorfus evanefeet, prodibitque fimelio ipfius t tantum, quae 
li t = T , cuius differentiaie erit = 0 i/r, exiflcnte t) fundlio- 
ne ipfius t . Ponamus igitur quoque in diffcrentiali Pdx -f- Qd y 
ubique y — rx , Sc dy — tdx -f- xdt , quo fafto prodibit 
P dx + Q tdx -f- Qxdt j 

in quo cum dx non contineatur , necelfe eff ut fit 

P P* 

P + Qt — o ; idcoque Q= , feu erit 

Px -f Qy — o , unde relatio inter P Sc Q pro hoc cafu 
innotefeit . Deinde debet efle 0 =r Qv , ideoque Q.v “ 
Punitioni ipfius t , hoc efl funftioni nullius dimenfionis 

0 0 , 

ipfarum * Sc^-. Atque ob Q= — fiet P = , Sc 

tam Pae quam Qjr erunt funftiones nullius dimenfionis ipfa- 
rum x Sc y . 

22 x. Si igitur funflio nullius dimenfionis ipfarum 
.v Sc y , quae fit = V , differentietur , cius differentiaie 
dV =■ Pdx -f- Qdy , femper ita erit comparatum, ut fit P* 
+ Q> ==o. Hoc efl fi in differentiali loco diflerentialium dx 
Sc dy feribantur * Sc y, refultabit quantitas = o: uti in his 
exemplis ufu venire patet: 
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x \dx ' ■■■■ xdy 

I. Sit V = - : erit dV = , atque pofito * 

y yy 


Joco dx & y loco dy , erit 


yx xy 


— o. 


II. Sit V = 


'S(xx-yy) 


und5 fi , ra i ±rg =0 . 


yy 

■ —yydx+yxdy 

y erit — > 

(**— . T/) 1 


(**— ;y) T 

Si, v = quae efl Mia tui- 


— y + >S(,xx+yy) 

Itus dimenfionis ipfarum x & y ■ erit 
ixxdy — 2 xydx 


dV = 


quae forma pofitis x 


(V(xx+yy) —y ) 1 V(xx + yy) ’ 

& y loco dx & dy fit = o. 

. x ■+• y 2 xdy — 2 ydx 

IV. Sit V — / ; erit dV = 7 ■— 


x—y 


xx — yy 


atque 


2 xy — 2 yx 


xx 


■ yy 


V. Si, V=A em d ^>p.=^L.. 

V(x + y) (x +y)V2y{x - y) 

quae formula eadem proprietate gaudet. 

222. Contemplemur nunc alias funfliones homogeneas, 
fitque V funftio n dimenfionum ipfarum x & y. Quare ii 
ponatur y =tx, induet V huiufmodi formam Tx n , exiilcnte 
T funflione ipfius t , fitque 

dT=Qdt , erit dV~x"Odr -f- nTx "~ 1 dx. 

Quodfi ergo" ilatuamus : 
dV = Vdx -f- Q dy , ob dy — tdx -f - xdt , 
fiet dV = Pdx + Qjdxi-Qxdt: 

quae 
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quas forma quoniam cum illa congruere debet , erit 

P 4 - Qr = ob V = Tar". 

x 

Hancobrem ob r , fiet Par -f Q y — «V , quae 
x 

aequatio relationem inter P St Q ita definit, ut fi altera fit 
cognita , altera facile inveniatur . Quia porro eft Q* = *" © » 
erit Qx, ideoque etiam Qy 8 t Px funflio n dimenfionum 
ipfarum x & y. ' . • 

223. Si ergo in differentiali cuiufvis funflionis homo- 
geneae iplarum * & y, loco dx St dy , ponatur x & y, 
quantitas oriunda aequabitur ipfi funflioni , cuius differentiale 
proponebatur , per numerum dimenfionum multiplicatae . 

I. Si fit V = V(xx -f-yy ) ; erit »=1 , & ob 

JV= ifdpi, 6« -=±aL = V = V(*»+/0 • 
V(xx 4 -yyj V{xx 4 -yy) 

II. Si fit V =' : erit w = 2 , & 

y — * 

iy*dy — lyyxdy + iyxxdx — ix' i dx-\-y"‘dx—-x' i dy 
JV = . .. ■(,—»)• ’ 
Ponatur ar pro dx St y pro orietur : 

2y 4 — 2y 3 Ar'+2 yx' — 2ar 4 2y 5 4-2ar 3 ^ 

(/—"» 5 * ~ y — x ~ 2 

III. Si fit V = r — r - — r- , erit 7; = — 4, atque 

(yy + arar) 

jy = — 4 *^ jl 4 *^* . Quae formula politis ar & y loco 
(>y + araf) 3 

4 yy 4 - 4*ar 

dw St dy abit in — 7 . rr = — 4 v • 

(yy + xx)’ 
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‘caput vir. 

IV. Si fit V = xxl y -^ ; erit »=2 , atque 
y — x ' 1 ’ 

. , , y + * . 2 xx ( ydx — xdy ) , „ 

«W = 2 xdxl — 1 — — , facta autem me- 

/ — # yy — xx 

y "f* ^ 

morata fubfiitutione oritur ixxl = 2 V. 

>—* 

224. Similis proprietas oblervabitur , fi V fuerit fun- 
do homogenea plurium variabilium, fit ergo V funftio quan- 
titatum x, y, z, quae coniunftim ubique n dimenfiones ad- 
impleant ; atque dilferentiale huiufmodi habebit formam 
Vdx + Qdy -f- Rdx . Ponatur iam y=:tx 8 c z = jx, ut fit 
dy =■ tdx -f- xdt , & dz=sdx-j-xds , atque fun&io V induet 
hanc formam Ux", exiftente U funitione binarum variabilium 
t & r; hinc ergo fi flatuatur d\J—pdt-\-qds , . fiet 

dW = x " pdt -f- x " qds -j- tt\Jx dx. 

Prior autem forma dabit 
dV = P dx -f- Q rdx -f" Qxdt -f- Rj^x + R xds : 
quae cum illa collata praebet 
, , " nV 

P -f- Qr + Rj = «Ux 1 — — , 

x 

unde obtinetur Px + Q/ -(- R% = «V ; quae eadem pro- 
prietas ad quotcunque plures variabiles extenditur. 

225. Si igitur propofita fuerit funftio homogenea 
quotcunque variabilium x,y,z,v t & c« eius differentiale per- 
petuo hanc habebit proprietatem , ut fi loco differentialium 
dx , dy , dz , dv , &c. fcribantur refpeftive quantitates finitae 
x,jr,z,v, &c. prodeat ipla funflio propofita per numerum 
dimenfionum multiplicata . Haecque regula etiam valet , fi V 
fuerit funflio homogenea unicae tantum variabilis x : Hoc 
enim cafu erit V poteftas ipfius x, puta V — ux’, quae 
efl funftio homogenea « dimenfionum : nulla Icilicet alia 
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datur iundio ipliu. x , in qua x ubique n dimenliones con- 
ftituat praeter poteftatem x’ . Cum igitur fit dV z=.nax’~ l dx , 
ponatur * loco dx , atque prodibit nax " , hoc eft «V. Ifta 
ergo fundionum homogcnearum infignis proprietas diligen- 
ter notari meretur , cum in calculo integrali maximam affe- 
rat utilitatem . 

22<S. Quo nunc in genere in relationem inter quanti- 
tates P & Q, quae differentiale Pdx + Qdy fundionis cuiuf- 
cunque V duarum variabilium x & y conftituunt , inquiramus, 
ad fequentia attendi oportebit. Sit igitur V fundio quaecun- 
que ipfarum x & y ; atque ponamus V abire in R , fi loco 
* ponatur * 4 -dx; polito autem y-f-dy loco y abeat V in 
S : quodJi autem fimul * -f -dx loco x , & y -f - dy loco y fcri- 
batur, mutetur V in V 1 . Cum itaque R oriatur ex V, po- 
fito x-\-dx loco x , manifeftum eft fi ulterius in R ponatur 

y\-dy loco y , tum prodire V 1 ; idem enim eft , ac fi in V 

ftatim poneretur x +■ dx loco x, & > + loco y . Simili mo- 
do fi in S ponatur x-f -dx loco x , quia S iam orta eft ex 

V polito y-\-dy loco .y , denuo prodibit V* j uti ex hoc 

fchematifmo clarius perfpidtur. 


Qjiantitas 

V 

abit in 

R 

/1 loco 
X 

ponatur. 

x -\-dx 

V 

S 

y 

y 4- dy 

V 

V» 

X 

y 

x -\-dx 
y + dy 

R 

v> 

y 

y + dy 

S 

» I 

V' 

X 

x +dx 


227. Si igitur V ita differentietur , ut tantum x tan- 
quam variabilis, v vero tanquam conftans tradetur, quia po- 

V 2 fito 
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fito x + </x loco x, funflio V abit in R, eius differentiate 
erit =R — V ; at ex forma d\ = Pdx + Qdy , (equitur i- 
dem differentiale fore =P dx, unde erit R — V = Pt/*. Quod 
fi iam loco y ponatur y-\-dy, x vero tanquam conflans tra- 
£letur,quia R abit in V' & V in S, quantitas R — V abi- 
bit in V- — S; ideoque ipfius R — V = P dx differentiale, 
quod oritur fi fola y variabilis affumatur , erit V 1 -R-S + V. 
fimili modo, cum pofito ybdy loco y, abeat V in S, erit 
S — V differentiale ipfius V polita fola y variabili, eritque 
propterea S — V = Q dy ] nunc quia loco * polito x + rfx, 
tranfit S in V‘ & V in R , quantitas S — V abibit in 
V 1 — R; atque ipfius S — • V == Qdy differentiale, quod ori- 
tur fi fola x variabilis datuatur, erit —V 1 — R-S + V, 
quod prorfus congruit cum differentiati ante invento. 

228. Ex hac convenientia deducitur fequens conclufio : 
Si funftionis V cuiufcunquc binarum variabilium x & / diffe- 
rentiale fuerit dV — Pdx + Qdy , tum differentiale ipfius Pdx 
quod oritur fi fola quantitas y tanquam variabilis, x vero 
tanquam conflans traftetur, aequale erit differentiali ipfius 
Qdy , quod oritur fi fola quantitas x tanquam variabilis , y 
vero tanquam conflans trailetur. Si fcilicet pofita fola y va- 
riabili fuerit dP—Zdy erit differentiale ipfius Pdx praefcripto 
modo fumtum —Z. dxdy, atque pofita fola x variabili erit 
quoque dQ_-'Zdx- } fic enim differentiale ipfius Qdy praefcripto 
modo fumtum fiet quoque — Z dxdy . Hacque ratione intelligi- 
tur relatio , quae inter quantitates P & Q intercedit , atque 
paucis verbis in hoc confidit , ut differentiale ipfius Pdx po- 
lito x condante aequale fit differentiali ipfius Qdy pofito y 
conflante. 

229. Ida infignis proprietas clarius perfpicietur , fi eam 
nonnullis exemplis illudremus. 

I. Sit igitur V —yx ; erit dV =zydx-\- xdy , ideoque 
P —y & Q— * ; unde pofito x condante erit d.Pdx — dxdy , 
& pofito y condante erit d.Qdy =2 dxdy , ficque haec duo 
differentialia inter fe aequantur. 
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. „ . xdx + ydx -f- xdy 

II. Sit V=v/(** + 2*,); em dV = —~—~, 

ideoque P , & Q = ’ Unde 

pofito x conflante erit d.Pdx = — — , & pofito y 

(xx + ixy) 1 
xydxdy 

conflante erit d.Qdy = : — 

(xx + 2X>)* 

III. Sit V =xfin Ky+y fin Ax; critque 

dV = dx fin A y + xdy co (y -f- dy fin Ax •{• ydx cof x . 

Quare erit 

P dx = dx fin A y + ydx cof x , 

& _ Q dy == dy fin A* -f- xdy co (y . 

. Pofito ergo x conflante erit 

d . P dx = dxdy cof y + dxdy cof x , 

& pofito y conflante erit 
d.Qdy = dxdy cof y -f- dxdy cof x . 

IV. Sit V = x>; erit dV =x’ dylx -f yx>~' dx y 
atque rdx=yx'~ 'dx, & Qdy = x y dylx . 

Quamobrem pofito x conflante habebitur 
d.Vdx=zx’~' dxdy +yx’~' dxdylx , 

& pofito y conflante erit 
d.Qdy —y* ' dxdylx-\- x’—' dxdy. 

230. 1 fla proprietas etiam hoc modo enunciari potefl , unde 
eximia omnium funftionum, quae duas variabiles involvunt, 
indoles cognofcetur. Si funflio quaecunque V duarum variabi- 
lium x & y differentietur pofita fola x variabili, hocque dif- 
ferentiale denuo differentietur pofita fola y variabili , tum poft 
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duplicem hanc difTerentiatiouem idem prodibit , ac ii ordi- 
ne inverfo funflio V primum polita fola y variabili differen- 
tiaretur, hocque difTerentiale polita folax variabili denuo dif- 
fereutiaretur: utroque Icilicet cafu prodibit eadem exprellio 
huius formae Z dxdy. Ratio huius identitatis ex praecedente 
proprietate manifcfto fequitur: fi enim V difierentietur polita 
fola x variabili , prodit IVx; & , (i V difierentietur pofita 
fola y variabili , prodit Qdy , horum differentialium vero dif- 
ferentialia modo indicato fumta inter fe aequalia elfe, ante 
demonliravimus . Ceterum haec indoles immediate fequitur 
cx ratiocinio (§.227) allato. 

23 r. Relatio inter P & Q, fi Pdx -(- Qdy fuerit differen- 
tiale fun£tionis V fequenri etiam modo indicari potefl. Quo- 
niam P & Q funt fun&iones ipfarum x 8 c y , differentien- 
tur ambae polita utraque x & y variabili : 

Si fcilicet fuerit dV = Pdx -(- Q iy 
fit dP=pdx -{- rdy 

Si d Q— qdx -j- sdy . 

Polito ergo x conflante erit 
dP — rdy , & d.Pdx — rdxdy. 

Deinde pofito y conflante erit 
dQ~ qdx , Si d.Qdy = qdxdy. 

Cum igitur haec duo differcntialia rdxdy 8 c qdxdy fint inter 
fe aequalia, fequitur fore q = r. Fun£liones ergo P & Q ita 
invicem connecluntur, ut fi ambae differcntientur , uti feci- 
mus, quantitates q Si r inter fe fiant aequales. Brevitatis 
gratia autem hoc faltem capite quantitates »• & q ita com- 


mode denotari folent , ut r indicetur per ^ i qua fcriptura 

defignatur P ita differentiari , ut fola y tanquam variabilis 
trailetur, atque difTerentiale illud per dy dividatur: fic enim 

prodibit quantitas finita r . Simili modo fignificabit ( 2 ) 


quan- 
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quantitatem finitam q , quia hac ratione indicatur funflionem 
Cola .v pofita variabili difTerentiari , tumque differentiate 
per dx dividi debere. 

232. Utamur ergo hoc fcribendi modo, etiamft alias' 
ambiguitatem afferre puflit , quae tamen hic per claufulas 
evitatur, ut ambages in dclcribendis differentiandi conditioni- 
bus evitemus , ficque breviter relationem 

verbis exprimere poterimus , ut dicamus efle 

Iu huiulinodi fcilicet Jraftionibus denominator praeter pro- 
priam fignificationem , qua numerator per cum dividi debet, 
indicat numeratoris differentiale ita elle capiendum, ut ea Co- 
li quantitas cuius differentiale denominatorem coilli i tu it , tan- 
quam variabilis fbcftetur . Hoc enim modo per divifionem 
dilferetuialia prorlus ex calculo egredientur , iffaeque fractiones 


inter P & Q ita 

(£)-(£)• 


Q. 

praefenti 


& 


( 2 ) 


exhibebunt quantitates fiuitas , quae ia 


cafu erunt inter fe aequales. Hoc itaque modo re- 
cepto quantitates quoque p & s ita denotare licebit , ut fit 


p — & s — > fi quidem ut monitum eft , dit 

iereutiatio numeratoris per denominatorem reflringatur . 

233. Confentit haec proprietas mirifice cum proprieta- 
te , quam ante in funflionibus homogeneis inefle offendimus. 
Sit enim V futiflio homogenea » dimenfionum ipfarum x 8 cy y 
potiaturque dV ~ P dx -j- Q dy , atque demonftravimus fore 
«V ;= P* + Q_y , ideoque 


«V P* 

Q =: • Sit d P = pdx < dy ; 

dv y y 

eritque ^ = r , cui aequale efle * ta oflende- 

tur . Differentietur Q pofita fola x variabili , & quia in 

hac 


i6o 
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hac hypothefi eft </Q = 

(^Q.\ __ (» — i)P 

\dx) y 


nPdx 


P dx 

y 


xpdx 


fiet 


(»— i)P 


— , debebitque e fis 


=s r feu ( n —— I )P = px -f- ry . 

y y 

Quae aequalitas inde fit perfpicua , quod P fit fun£lio ho- 
mogenea n — i diinenfionum ipfarum x & y , unde eius 
differetitiale d P pdx + >'dy , ob proprietatem fun£lio- 


num homogenearum , ita 


debet efle comparatum , ut fit 

(« — i)P = px -f- ry. 

234. Ifta proprietas , quod fit » 

quam omnibus functionibus duarum variabilium * Sc y com- 
munem e(Te oflcndimus , nobis quoque patefaciet naturam 
fun 5 lionum trium pluriumve variabilium . Sit V fun&io 
quaecunque trium variabilium * , y , & 2 , ac ponatur 
dV — Pdx -j- Qdy -f- Kdz . Quod fi igitur in hac diffe- 
rentiationc z tanquam conflans tranaretur , foret utique 
dV =c Pdx -f- Qdy ; hoc autem cafu per antecedentia debet 

efle ^ — ^ ^ e,a ^ e fi quantitas y conflans aflu- 

meretur , foret dV = Pdx -|- Rdz , erit ergo ) = ’ 

Denique pofito * conflante reperietur — (y - } ' 

differentiali ergo P«/.v + Q ly -f R ( /s fun£liouis V quantitates 
P, Q, & R ita a fe invicem pendent, ut fit 

(£)=(£)•(£ Hf> *(£)=(£)• 


2 3 5. Sequitur hinc ifla funflionum , quae tres plurefve 


va- 
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variabiles involvunt, proprietas analoga ei, quam fupra (230) 
de funilionibus duarum variabilium offendimus. Sii luerit V 
funflio quaecunque trium variabilium x, y, 8 c z, eaque con- 
tinuo ter differentietur , ita ut primum una quantitatum , 
puta », fola variabilis ponatur , in differentiatione fecunda 
fola y , atque in tertia lola z variabilis aifumatur , prodibit 
expreffio huius formae Zdxdydz, quae eadem rciierietur, quo- 
cunque alio ordine, quantitates *,/, & z collocentur. Sex 
igitur diverfis modis p*>lt triplicem differeutiationem ad ean- 
dem exprefllonem 2 .dxdydz • pervenietur , quoniam, atdo quan- 
titatum x,y, 8 c z fexies variari potelt. Quicunque ergo ordo 
eligatur , li fuifiio V differentietur pofita fola prima varia- 
bili , hocque differentiale denuo differentietur pofita fola le- 
cuuda variabili , atque differentiale hoc iterum differentietur 
poftta fola tertia variabili , eadem prodibit expreffio , utcun- 
que ordo quantitatum * , y , & z varietur . 

2 3<f. Quo ratio huius proprietatis clarius perfpiciatur , 
ponamus effe dV — Pdx-hQdy +• Rdz; deinde etiam quanti- 
tates P, Q, & R differentiemus , eruntque earum difleren- 
ti;tiia per ante demouftrata ita comparata : 
dP'=pdx +- sdy -f- tdz 
dQj= sdx -f- qdy ■+• udz 
dK — tdx +- udy -|- rdz. 

Differentietur nunc V pofito folo x variabili prodibit Pdx , 
quod differentiale iterum differentietur pofito folo y variabili 
atque habebitur sdxdv ; quod (i differentietur pofito folo z va- 

divifum , obtinebitur 


riabili y poftquam per dxdydz fuerit 


(rl) 


Collocentur nunc variabiles hoc ordine y , 


atque prima differentiatio dabit Qdy , fecunda sdxdy , & ter- 
tia (faSa divifione per dxdydz) dabit ut ante. Dif 

ponantur variabiles hoc ordine *, y y ac prima differen- 


tia- 
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tiatio dabit R dz fecunda udydz , tertia vero poft divifionem 
per dxdydx praebet At cum pofito y conflante fit 

d<±=:sJ* + udz; erit (^)=*(^) » u,i P ariter eft dc ' 
monftratum . 

2 2 7 , Ponamus efle V == — *— — ; bancque funflio- 

i/ aa—zz 

nem toties ter differentiemus , quoties ordo variabilium 
x y y , z variari poteft : 

11. DIFFER 
folo y 


I. DIFFER. 

pofito variabili folo * 


zxydx 


zxdxdy 


pofito variabili 
pofito variabili 
pofito variabili 


aa zz 

) 

aa — zz 

folo X 


folo z 

2 xydx 


^xyzdxdz 

aa zz 

y 

(aa — zz ) 1 

folo y 

} 

folo x 

xxdy 


zxdxdy 

aa — zz 

i 

aa — zz 

folo y 


folo z 

xxdy 


2 xxzdydz 

aa — zz 

J 

(aa — zz) 1 

folo z 


folo x 

2 xxyzdx 


jyxyzdxdz 

^aa — zz) 5 

i 

(aa—zz) 1 

folo z 

- 

folo y 

2 xxyzdz 
/ _ \ * 

i 

Zxxzdydz 

««V 


III. DIFFER, 
folo z 
4*z dxdydx 
(, aa — zz) * 
folo y 
^xzdxdydz 

( aa — zz) 1 
lolo z 
4xz dxdydx 

(aa — zz) 1 
folo x 

^xzdxdydz 
(aa—zz) 1 

folo y 
4*z dxdydx 
' (aa—zz ) 1 
folo X 
4 xzd xdydz 

(aa — zz) 5 


ex quo exemplo patet, quo cunque ordine tres variabiles^ fue- 
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rint affumtae, poft triplicem differentiationem femper eandem 
4 xzdxdydz 

( aa — zz) * 

238. Uti autem poft triplicem differentiationem ad 
eandem expreflionem eft perventum, ita quoque confenfus de- 
prehenditur in differentialibus, quae fecunda differentiatio fup- 
peditavit. In iis fcilicet expreflio quaevis bis occurrit ; unde pa- 
tet, quae formulae iifdem differentialibus fint affectae, eafdem 
quoque inter fe effe aequales, atque differentialia tertia ideo 
elfe omnia inter fe aequalia, quia iifdem differentialibus dxdydz 
funt affecta . Hinc igitur concludimus , li V fuerit funftio 
quotcutique variabilium x,y, z,-j, « , &c. eaque fucceftive ali- 
quoties differentietur , ut femper unica tantum quantitas va- 
riabilis affumatur ; tum quoties ad expreffiones perveniatur , 
quae iifdem differentialibus fint affeftae, eas quoque inter fe 
aequales fore. Sic duplici differentiatione orietur huiufmodi 
expreflio Zdx dy , dum in altera fola * , in altera fola y 
aflumta eft variabilis: perindeque eft utra prius, polleriufve 
Iit variabilis affumta. Simili modo lex variis modis per tri- 
plicem differentiationem eadem exfurget expreflio Zdxdydz j 
atque viginti quatuor variis modis pervenietur poft quadru- 
plicem differentiationem ad eandem expreflionem huius for- 
mae Zdxdydzdv , atque ita porro. 

239. Veritatem horum Theorematum quilibet adhibita 
levi attentione ex ante explicatis principiis facile agnofcet , 
atque propria meditatione facilius intuebitur, quam tantis 

f verborum ambagibus, fine quibus demonftrationes proferri 
non poffent. Quia vero harum proprietatum cognitio maxi- 
mi eft momenti in calculo integrali , Tyrones funt monendi, 
ut non folum has proprietates ipfi diligenter meditentur , ea- 
rumque veritatem fcrutentur , fed etiam pluribus exemplis 
comprobent ; quo hoc pacto .flbi hanc materiam familiariorem 
reddant, fruitufque inde natos poftmodum facilius percipere 

X 2 que- 


prodire expreflionem 
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queant. Neque vero folum tyrones , fed etiam ii , qui .prin- 
cipiis calculi differentialis iam funt imbuti , ad hoc funt co- 
hortandi ; quoniam in omnibus fere manuduilionibus ad hanc 
Analyfeos partem hoc argumentum penitus praetermitti folet. 
Plerumque enim Auflores folas differentiationis regulas prae- 
fcripliffe , earumque ufum in Geometria fublimiori oftendiffe 
luerunt contenti, neque in naturam atque proprietates diffe- 
rentialium inquifiverunt ; unde tamen maxima fubfidia in cal- 
culum integralem redundant . Quam ob cautam hoc argumen- 
tum fere novum in itio Capite fufius perfequi vifum efl , 
quo fimul via ad integrationes alias difficiliores pararetur, 
atque negotium potlea fufcipiendum fublevaretur. 

240. Cognitis igitur his proprietatibus, quibus difia-' 
rentialia fun£lionum duas plurefve variabiles involventium gau- 
dent , facile poterimus dignofcere , utrum formula differentia- 
lis propofua, in qua occurrunt duae plurefve variabiles, fit 
orta ex differentiatione cuiufpiam functionis finitae an fecus. 



certo poterimus affirmare , nullam exitlcre funftionem ipta- 
rum x 8c y , cuius differentiate fit — Pdx -}-Qdy: neque ergo 
infra in calculo integrali huiufmodi formulae integrate inda- 
gari poteft. Sic cum in yxdx-\-xxdy requifita conditio non 
adfit, nulla datur £un£tio , cuius differentiale eft —yxdx-\-xxdy . 

Utrum autem femper, quoties efl formula 

ex differentiatione cuiufpiam funflionis fit orta , quaeflio eft , 
quae demum ex integrationis principiis folide affirmari poterit. 

241. Si m formula differentiali propofita tres plurefve 
infint variabiles, uti Pdx -f- Qdy -f- R</s ; tum ea ex differen- 
tiatione ortum traxiffe omnino nequit , nifi tres iftae condi- 
tiones in ea locum habeant , ut fit 
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Quarum conditionum , fi una tantum defit , certo afiirmarc 
debemus, nullam extare fun&ionem ipfarum *,y,8t z, cuius 
differentiale fit P dx 4- Qdy + Kdz ; huius modi ergo formula- 
rum differentialium nequidem requiri pofliint integralia, hinc- 
que integrationem prorfus non recipere dicuntur. Facile autem 
intelligitur in calculo integrali formulas differentiales ante 
dignofci oportere, utrum integrationis fint capaces, quam 
inveftigatio integralis aftu fufcipiatur. 
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CAPUT VIII. 

DE F)1 MUL IRUM DIFFERENTI ALIUM 

ULTERIORI DIFFERENT I/TT IONE . 

242. 

Si unica variabilis adiit , eiufque differentiate primum con- 
flans aflumatur, fupra iam methodus elt tradita diiferentialia 
cuiufque gradus inveniendi. Scilicet fi fun&ionis cuiufvis diffe- 
rentiale denuo differentietur , oritur cius differentiale fecun- 
dum , hocque iterum differentiatum dat funflionis differentiale 
tertium, atque ita porro. Haec vero eadem regula locum 
quoque habet , five funflio plures involvat variabiles five 
unicam tantum , cuius differentiale primum non ponitur con- 
flans . Sit igitur V fun£lio quaecunque ipfius x , neque vero 
dx fit conflans, fed utcunque variabile, ita ut ipfius dx dif- 
ferentiale fit =</(/*, huiufque differentiale zz.d'x, & ita 
porro, atque invefligemus differentialia fecundum & fequcutia 
funflionis V. 

243. Ponamus differentiale primum funflionis V effit 
— Pdx, ubi erit P funflio quaepiam ipfius x pendens ab V. 
Si iam funifionis V differentiale fecundum invenire velimus , 
eius differentiale primum P^x denuo differentiari oponet; 
quod cum fit produflum ex duabus quantitatibus variabilibus 
P & dx , quarum illius differentiale fit dP — pdx t huius 
vero dx differentiale ddx , per regulam de fa&oribus datam 
erit differentiale fecundum dd V = Pddx -\-pdx • . Deinde fi 
ponatur dp — qdx, cum differentiale ipfius dx' fit ldxddx , 
erit iterum differentiando 

d’ V e= P d' x -f- dPddx -f- 2 pdxddx -f dpdx 1 , 
iam ob dP—pdx & dp — qdx ; erit 
- ' s D d' 1 V — Pd* x -p jpdxddx -f- qdx* , 

fimilique modo ulteriora differentialia invenientur. 
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244. Applicemus haec ad poteflates ipfius a? , quarum 
fingula differentialia invefligemus , fi dx non ponatur conflans : 

I. Sit igitur V = x; erit dV = dx; d'V = d-x; 

d*V = d'x; d*V = d*x- t 

&c. 

II. Sit V — x* ; erit </V == 2x</x ; & 

ddV = 2 xddx idx' 

* ■ d i V = zxd 'x + 6 dxddx ' t ' '• 

d* V = zxd*x + 8 </x</ 3 x + 6 ddx' 

,fiV = 2 xd'x + iodxd*x + 20 ddxd^x 

& c. 


erit 


III. Si in genere fuerit Vt=*" 
dV = wx" - ' </x 

<MV = tm — ddx + »(»— 1>— 
d*\ = »x’-'d3x+ 3»(» — i)x" — 1 dxddx 

-f- »(»— i) (»— 2>'~ 3 *■* 
if* V s= nx w ~' 1 </ 4 x -h 4«(w ,— x)*" l dxd*K 

+ <*»(» — 1 ) (» — 2 )x' Ux'ddx 
+ »(» — 1) (»—2) (»— z)*—*d** 
8 c c. 


Si igitur fuerit <f.v conflans , ac propterea 

5 ddx = o, d>x = o, d*» = o, &c. 
orientur eadem differentialia - , quae lam fupra pro hac hypo- 

thefi funt inventa. ... . 

245. Quoniam igitur differentialia cuiufque ordinis ip- 

fius x eadem lege differentiantur , qua quantitates finitae , ex- 

preffiones quaecunque , in quibus praeter quantitatem finitam 
eius differentialia occurrunt, fecundum praecepta fupra data 
differentiari poterunt. Quam operationem, cum nonnunquam 
occurrat, hic aliquot exemplis illuftrabimus . ^ 
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I. 


Si fuerit 



differentiando prodibit 



ddx 

dx 


zxddx * 


II. Si fuerit V 


K 

— : erit dV = t — 

dx 


xddx 

17 7 * 


ubi nihil impedit , quod pro V quantitatem infinite maenam 
pofuimus. 

III. Si fuerit V = xxl , quia tranfmutatur 


V in xx'ddx — zxxldx ' 
erit fecundum regulas confuetas differentiando: 

. .... . xxd^x 2 xxddx 

dV = ixdxlddx H 4 xdxldx . 

ddx dx 

Simili autem modo differentialia altiora ipfius V reperientur. 

246. Si expreffio propofita duas variabiles involvat, 
nempe x & y, vel unius differentiale ponitur conflans vel 
neutrius ; arbitrarium enim efl alterutrius differentiale con- 
i^ans alfumi , quia ab arbitrio noflro pendet , quemadmodum 
unius valores fueceffivos crefcere flatuere velimus. Neque vero 
utriufque variabilis differentialia fimul flatui poffunt conflan- 
tia, hoc ipfo enim relatio inter variabiles * & y affumere- 
tur, quae tamen vel nulla efl, vel incognita ponitur. Si 
enim, dum * aequabiliter crefcere ponimus, y quoque aequa- 
lia incrementa capere flatueretur, tum eo ipfo indicaretur fore 
y — ax -\- b \ ficque y ab * penderet, quod tamen affumere 
non licet. Hancobrem vel unius tantum variabilis differentia- 
le conflans affumi potefl vel nullum. Quodfi autem differen- 
tiationes abfolvere noverimus nullo differentiati afliunto con- 
flante , fimul quoque differentialia conflabunt, fi alterutrum 
differentiale ponatur conflans : tantum enim opus efl , ut fi 
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dx conflans ftatuatur, ubique termini continentes ddx,d'x,d*x } Scc. 
deleantur. 

247. Deuotec ergo V funclionem quamcunque finitam ipfa- 
rum x 8c v y fitqae dV = Pdx +■ Qdy . Ad diflerentiale iplius 
V fecundum inveniendum alfumamus utrumque diflerentiale 
dx & dy variabile, Sc cum P £c Q_ fint funftiones ipfirum 
* Sc y Itatuamus : 

dP~pdx-\-rdy 
d Qj= >'dx -f- qdy 

fupra eni.n vidimus efll* (j*') = ~ r ‘ 

His pofitis dilferentietur dV = Pdx + Qdy , & reperietur: 
ddV — Pddx +■ pdx ' -f- Zrdxdy -f- Qddy -f- qdy 1 . 

Si igitur diflerentiale dx flatuatur conflans, eris 
ddV = pdx 1 -f- zrdxdy -f- Qj {dy ~b qdy' , 
fia autem diflerentiale dy ftatueretur conflans , foret 
ddV — Pddx -f- pdx ! -f- zrdxdy -f- qdy ' . 

248. Si igitur funilio quaecunque ipfarum * Sc y bis. 
differentietur , nullo differentiali pofito conflante, eius difle- 
rentiale fecundum femper huiufmodi formant habebit: 
ddV — Pddx + Q ddy -f- Hdx ’• -f- Sdy ' -f- Tdxdy 
pendebunt autem quantitates P, Q, R, S, Sc T ita a fe 
invicem , ut fit fignandi modo Capite praecedente adhibito : 



quarum conditionum fi vel unica defit, certo affirmare pote- 
rimus , formulam propofitam nullius fundflionis efle differen- 
tiale fecundum . Statim ergo dignofci poterit , utrum huiuf- 
modi formula fit cuiufpiam quantitatis diflerentiale fecundum 
an minus . 


Y 
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249. Simili modo diflerentialia tertia ac fequentia in- 
venientur, quod in exemplo particulari oltendifle expediet, 
quam formula» generale» adhibendo. 

Sit igitur \=xy- 
.Erit d\ ~ jdx -j- xdy 

ddV = yddx +■ zdxdy + xddy 
d‘V — yd x -f- 3 dyddx -J- 3 dxddy + xd'y 
d ■* V = yd 4 x -f- 4 dy d ' x 6 ddxddy -f- 4 dxd } y -f" xd*y 

& c. 

in quo exemplo coeflicientcs numerici legem poteflatunt bino- 
mii fequuntur, indeque quoufque libuerit continuari poliunt. 

y 

At fi fuerit V = - ; 

X 


Eri, JV = J -l - y ± 



X XX 




2ydx * 

yddx 

X XX 

X 5 

x 1 


6 dx ' dy 

7 ,dyddx 

X XX 



{ 6 ydxddx 

6 ydx^ 

yd'x 


x* 

x' 


in quo exemplo progrefllo diflerentialium non tam facile patet 
quam in praecedente. 

2 50. Neque vero tantum haec diflerentiandi methodus 
ad funftiones hnitas adflringitur, fed etiam eodem negotio 
cuiufvis exprefltonis , quae iam diflerentialia in fc continet , 
difierentiale inveniri poteff , five unum quoddam difierentiale 
aflumitur conllans five minus. Cum enim fmgula difhrentia- 
lia aeque & eadem lege differentientur ac quantitates finitae , 
regulae in praecedentibus capitibus traditae, etiam hic valent 
atque obfervari debent. Denotet igitur V eam exprelTonem, 

quam 
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cmm differentur! oportet, five fit finita, five infinite magna 
live infinite parva; atque ratio dilferentiatioais ex his cxeme 
piis purfpieietur : 

i. Sit V = /y*>4 -dy'); 

r- • JT , dxddx + dyddy 

Lrit dV = — 7 — ; — 

V(dx 1 + dy 1 ) 


rdx 

11. su y = ~i 

dy 

Erit dV = dx f 


y dxddy 


III. Sit V: 


dy dy 1 
(dx 1 +- dy 1 ) 1 


dxddy — dyddx * 

±jd 2 

dxddy — dyddx 


( ydxddjt 4 * idvddy )V ( dx' dy x ) 
Erit dV — — 


( dx'- + dy ' ) T ( dxd'y — dyd' x ) 

( dxddy — dyddx ) * 

quae differentia! ia cum fiut generaliffime furnta , nullo diffe- 
rentiali pro conflante habito , hinc facile ea differentialia de- 
rivari poterunt , quae oriuntur , fi vel dx vel dy (latuatur 
coni laus. 

251. Quia nullo diflcrentiali conflante aflumto, nulla 
etiam lex , fecundum quam fucceffivi variabilium valores pro- 
grediantur , praefcribitur , differentialia fecunda & fequentium 
ordinum non erunt determinata, neque quicquam certi figni- 
ficub mt . Hinc formula, in qua differentialia fecunda atque 
altiora continentur, nullum determinatum habebit valorem , 
nifi quodpiam diffcrentiale conflans fit affumtum ; fed eius fi- 
gnificitio erit vaga, atque variabitur, prouti aliud atque aliud 
differentiale fuerit conflans pofitum . Interim tamen dantur quo- 

Y 2 que 
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que eiufinodi expreffiones diffcrentislia fecunda continentes , quas , 
etiamfi nullum differentiate pofitum fit conflans, tamen figni- 
ficatum determinatum comple&untur , qui perpetuo idem ma- 
neat , quodcunque differentiale conflans Itatuatur. Huiufmodi 
autem formularum naturam infra diligentius ferutabimur , 
modumque trademus eas ab aliis, quae valures determinatos 
non includunt, dignofeendi- 

252. Quo haec ratio formularum, in quibus differen- 
tialia fecunda vel altiora inflant , facilius perfpiciatur , contem- 
plemur primum formulas unicam variabilem continentes , at- 
que facile patet , fi in quapiam formula infit cius variabilis 
k differentiale fecundum ddx , nullumque differentiale conflans 
flatuatur , formulam r.ullum valorem fixum habere poffe . Si 
enim flatuatur differentiale iplius x conflans, fiet ddx— o; 
fin autem ipfius xx differentiale 2 xdx feu xdx conflans pona- 
tur , cum ipfius xdx differentiale xddx -f- dx 1 fit — o , het 
dx 1 

ddx — — . Verum fi potefiatis cuiufcunque x" diffe- 


rcntiale >ix*~' dx feu x ' dx debeat dfe conflans ; erit cius 
differentiale fecundum x”~ 'ddx -f- (« — 1 )x'~-dx* =0, 

ideoque ddx — — — — . Alii valores pro ddx prodi- 

bunt , fi aliarum ipfius x fun&ionum different i alia conflantia 
ponantur. Manifeflum autem cft , formulam , in qua ddx 
occurrat , diverfiffiinos induere valores , prout loco ddx 


feribatur vel o vel — *— 
x 


vel — 


(;; — I )dx* 


vel alia 


xx ddx 


huiufmodi cxpreffio. Scilicet fi proponatur formula ■ — , 


quae ob ddx & dx' 1 infinite parva homogenea , finitum va- 
lorem habere deberet ; ca pofito dx conflante abit in o , fi 
fit d.x * conflans, ea abit in — * ; fi fit d.x ; conflans, ea 
abit in — 2x; fi d.x 4 fit conflans, ea abit in — 3* Sc ita 

por- 
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porro . Neque ergo determinatum valorem habere potefl , 
nili definiatur , cuiufmodi difierentiale conflans iit allunnum. 

253. ffia inconllantia fignificationis fimili ratione ofteu- 
ditur , fi difierentiale tertium in quapiam formula iniit . 

x *' d ’ x 

Confideremus hanc formulam —77- , quae pariter finitum 

dxddx 

valorem prae fe fert. Si difierentiale dx fit conflans , abit 

«a in — , cuius valor mox patebit. Sit d.x * conflans, erit 
o 

Jx' 


Jdx = — — : & denuo differentiando 

x 

2 dxddx , dx 1 %dx 3 

d >x = r = , 

* -.2 .. 1 ' 


dx *. 

ob ddx s= , 

X 


x * d 5 x 

hoc ergo cafu formula propoli ta — - — — abit in — 3 v 2 . 

1 dxddx 


At fi fuerit d.x " conflans , erit ddx = — 

hineque 


(»— • 1 )dx 1 


d' x = — 


i(» — i)dxddx ^ (« — l)dx 5 


-1 )’ dx } , 


d*x 

ddx 


X X * XX 

(n — 1 )dx * (2 n — 1) (» — 1)</* ’ 

xx xx 

Hoc ergo cafu erit 

(in—i)dx xU^x . 


unde patet fi fit n—j , feu dx conflans, valorem formulae 
fore =1 — x : . Ex quo manifeflum efl, fi in quapiam formula 
differcntialia tertia vel altiora occurrant , neque fimul indice- 
tur , cuiufmodi difierentiale aflumtum fit conflans , eam for- 
mulam nullum certum valorem habere, atque adeo nihil 

pror- 
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prorfus fignificare ; quamobrem tales «Cprcfliones in calculo 
occurrere non polTunt. t 

254. Si/nili, molo fi formula contineat duas plurefve 
variabiles, in enque occurrant differentialia fecundi altiorifve 
gradus, intelli >etjr valorem determinatum locum habere non 
pHe, nili differentiale quodpiam conflans (fatuatur, iis tan- 
tu a exceptis cafibis, q ios mox perpendemus. Quum primum 
enim ddx in quapiam formula i ne t , quoniam pro variis dif- 
ferentialibu: , quae coiflatitia ponuntur, valor ipfius cHx per- 

f etuo variat ir, fieri nequit, ut for.nula ltatum obtineat va- 
orem; hocqie idem valet de quovis differentiali altiori ip. 
ftus v, atqie etim de diTerentialibm reliquarum variabilium 
feculis Sc alti irio is. Sia a.ire n duarj n pluriuinve variabili- 
1111 differentialia fecundi inlint,, fieri poted, ut inconflantia 
ab uno oriuida per i.aconflantiam reliquarum dedruaturj hinc- 
que uufcitur ille cafus, cuius meminimus, quo formula huiufl 
moli didere iti.ilia fecunda duarum pluriumve variabilium in- 
volvens valorem definitum habere potefl , non obflantc quod 
nullum differentiale conflans fit politum . 

TT .. r , 4 - xddv 

. 255. Haec igitur iormula 'J~j » (tatam atque 

fixam fig lineationem habere nequit , nili quodpiam differen- 
tiale primum conflans flatantur . Nam fi dx conflans pona- 


xddv 

tur habebitur - — — • fin autem dy conflatis ponatur, habebi- 
dxdy 

yddx 

tur - — — ; mantfeilura autem efl has formulas non necefla- 


dxdy 


no inter (e effe a?q aa'es . Si eniin necefTirio effent aequa- 
les , tales manere deberent, quaecunque fuaftio ipfius x lo- 
co y fub/titueretur . Ponamus taurum effe y = xx , Sc cum 

pofito dx conflante, fit ddr = idx ' , formula . abibit 

dxdy 


in 
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ia i , fin autem dy feu zxdx 
ddy = zxddx + 2 dx 1 = o , 

unde formula \ — p abit iu — j 
dxdy 


ponatur conflans 
ddx = — 


ideoque 


V 3 

, fiet 
dx 1 

» 

x 


Cum igitur in unico ca- 
fu reperiatur diftrcpantia , multo minus in genere erit 


pofito dx conflante aequalis 


yddx + xddy 
dxdy 


yddx 

dxdy 


pofito dy conflante . Deinde 


fibi non conflat , dummodo vel 


quia formula 

dx vel dy conflans ponatur , multo minus fibi conflabit , fi 
funclionis cuiufvis vel ipfius x vel ipfius y vel utriufque dit- 
ferentiale conflans ponatur. 

25 6. Hinc apparet huiufmodi formulam flatum valo- 
rem liabere non poifle , nifi ita fit comparata , ut pollquam 
loco variabilium / , 8c % , quae praeter x infunt , functiones 
quaecunque ipfius x fuerint fubflitutae , difflet entialia fecunda 
& altiora ipfius x , nempe ddx,d’’x, &c. penitus ex calculo 
excedant. Si enim poft talem fuhfliiutiouem quan cunque in 
formula adhuc relinqueretur ddx , vel d x , vel d i x , &c. quia 
haec difflcrentialia , prout alia aliaque conflantia afiumuntur, 
fignificationem fuam variant, valor quoque ipfius foin.ulae et it 

„ - . 1 ddx + xddy 

vagus. Sic comparata eft formula ante propoma' , 

quae fi flatum haberet valerent , quicquid y fignificet , 

ner 

At fi tantum ponamus y — x , 
ddx in ea contcn- 


lfatum quoque habere deberet valorem , fi / denotaret fun- 
tionem quampiam ipfius a: 

m quae utique ob 

tum eft vaga, atque alios aliofque valores induit, prouti alia 

atque 


formula abit in 
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coartantia ponuntur , 


uti ex §.252 


atque alia differentialia 
latis ert mani fertum. 

2 57. Dubium autem hic fubnafcetur, utrum dentur ta- 
les formulae duo plurave differentialia fecundi altiorifve gra- 
dus continentia, quae hac proprietate gaudeant, ut fi loco 
reliquarum variabilium quaecunque funiliones unius fubrti tuan- 
tur , differentialia fecundi gradus prorfus fe defrruant. Huic 
dubio primum ita occurramus, ut huiufmodi formulam propo- 
namus, quae irta proprietate fit praedita, quo per exploratio- 
nem vis quacftionis melius percipiatur. Dico igitur hanc for* 

dyddx — dxddy . 

mulam — — memoratam proprietatem poffidere t 

quaecunque enim funftio ipfius x loco y fubrtituatur , femper 
differentialia fecundi gradus penitus evanelcent; quam proprie- 
tatem lequentibus exemplis comprobemus.. 

I. Sit y =zx’ ; erit dy =z 2 xdx , 'Sc ddy — lxddx -f- idx * > 

qui valores in formula - x — V - fubftituti dabunt , 


dx 3 

2 xdxddx — 2 xdxddx — zdx 3 


1 — 2 


dx 3 

II. Sit y — x” ; erit dy = nx’~'dx, 

Sc ddy — kx ' ddx + n(n — 1)* : dx ■ 

dyddx — dxddy 


qui valores fubrti tuti formulam 

bunt in hanc 
?ix n ~ ' dxddx 


dx • 


tranfmuta- 


nx"—' dxddx — n(n — j ) x"~' dx 3 
dx 5 


= — » ( n — 

xdx 

/(1 — xx)' 


III. Sit y — — V(i—xx); erit dy — 
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ddy — ■ 


Y- >' 

- XX ) ■ 


r , dyddx — dxddy 

atque iormula , 

^ dx 1 ’ 


abit in 


dx'yf( l~xx) dx^( i-xx) (l _ xx) i (I _^)V ’ 

In Jiis igitur omnibus exemplis differentialia fecunda ddx fe 
mutuo tollunt, hocque ita eveniet, quaecuuque aliae fundlio- 
nes loco y fubflituaiuur. 

258.. Cum illa exempla iam probaverint veritatem 

noflrae propofitionis , quod formula — — ~ — r — — - fixum 

habeat valorem, etiamfi nullum differentiale conflans fit afi 
fumtum , dcmonfl rationem eo facilius adornare poterimus. 
Sit y funilio quaecunque ipfius x , eiufque differentiale dy 
huiufinodi erit, ut fit dy =. pdx , atque p erit funclio quae- 
piam ipfius x , eiufque differentiale propterea huiufmodi for- 
mam habebit dp — qdx , eritque q iterum funflio ipfius x. 
Cum igitur fit dy—pdx , erit differendando ddy = pddx + qdx '■ , 
& dyddx — dxddy — pdxddx — pdxddx — qdx 1 = — - qdx'' • in 
qua expreffione cum nullum, iniit differentiale fecundum , ha- 

dvddx — dxddy 

bebit ea valorem fixum , atque •- — - erit:= — q. 

Quomodocunque igitur y pendeat ab x , differentialia fecunda 
in hac formula femper fe mutuo tollent , haneque ob caufam 
cius valor, qui alioquin effet vagus, fiet flatus ac fixus. 

259. Quanquam hic pofuimus y effe fuuflionem ipfius 
x , tamen veritas aeque fubfiflit , fi y ab * prorfus non pen- 
deat, uti affumfimus. Dum enim pro y funftionem quamcun- 
que fubflituimus , neque qualis fit determinavimus , nullam 
pendendam ab x ipfi y tribuimus. Interim tamen fine fun- 

Z ilio^ 
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elionis mentione demonflratio iormeri potefl ; quaecunque 
enim y fit quantitas live pendens ab at five non pendens, 

dy 

eius differentiale dy homogeneum >erit cum dx , ficque —— 

dx 

3 uantitatem finitam denotabit, cuius differentiale, quod capit, 
um x in x-\-dx & y in y-\-dy abit, erit fixum, neque 

# .... dy 

a differentialium fecundorum lege pendebit. Sit igitur — —p; 

erit dy—pdx , & ddy — pddx -f- dpdx , ur.de fit 
■ dxddy — dyddx = dpdx ’ , 

cuijis valor non efl vagus , quia tantum differentialia prima 
-continet ; ac propterea idem manet , live quodpiam dineren* 
tiale conflans accipiatur, qualecunque id demunt fit, five nul- 
lum differentiale pofitum fit conflans. 

2 do. Quia igitur dyddx — dxddy -non obflantibus dif- 
ferentialibus fecundis , quae potentia fe mutuo deflruere cenfe- 
ri poffunt, figuificationem liabet fixam; expreflio quaecunque, 
in qua nulla alia differentialia fecunda praeter formulam 
dyddx — dxddy infunt, pariter figuificationem habebit fixam. 
Seu fi ponatur dyddx — dxddy = <a , atque V fuerit quanti- 
tas ex x,y, earum diffcrentialibus primis dx , dy atque ex 
to utcunque compofita , ea valorem habebit fixum . Cum 
enim in differentialibus primis dx Si dy nulla ratio habeatur 
eius legis arbitrariae, qua valores fucceffivi ipfius x crefcerc 
ponuntur, in co differentialia fecunda fe mutuo tollunt, etiam 
lpfa quantitas V non erit vaga fed fixa. Sic ifla expreffio 

( dx 1 "h dy 2 ) * 

— — — 7 . . valorem obtinet fixum , quamvis ea diffe- 

dxddy — dyddx 

rentialibus fecundis inquinata videatur, atque infuper, quia 
numerator efl homogeneus denominatori , valorem obtinet 
finitum , nifi is cafu vel infinitae magnus vel infinitae par- 
vus evadat . 

i6u 
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261. Quemadmodum formula dxddy — dydJx vuloren? 
fixum habere oltcnfa eft ,i ra quoque fi tertia variabilis z ac- 
cedat; hae formula e r dxddz — dzddx & dyddz — dzddy va- 
lores fixos habebunt . Hinc exprefliones, quas tres variabiles 
x, y, 8c z involvunt,, fi in eis nulla alia diflerentialia fe- 
cunda occurrant , praeter haec aflignata , tum perinde erunt fi- 
xae, ac fi nulla plane diiferentialia fecunda iuelleut. Ita haec 
expreflio:. 

(dx 1 + dy' -f- dz . ‘)£ 

(dx -j- dz)ddy — (dy -f- dz)ddx~-\- (d x — dy jddz 

non obftantibus difterentialibus fecundis , fixa gaudet fignifica- 
tione . Similique modo formulae exhiberi polfunt , plures va- 
riabiles continentes ,. in quibus diflerentialia fecunda non im- 
pediunt, quominus earum fignificatio fit fixa. 

262. Exceptis ergo huius generis formulis , quae difle- 
rentialia. fecunda complebuntur ,. reliquae omnes fignificario- 
nes habebunt vagas, neque propterea in calculo locum habere 
poliunt , nili quodpiam diflcrentiale primum definiatur , quod 
conflans fit alfumtum. Statim vero atque differentialc quod- 
piam prinium conflans aflumitur, omnes exprefliones quotcun- 
que variabiles, contineant , & cuiulcunque ordinis diflerentialia 
poli primum in eas ingrediuntur, fixas obtinebunt fignifica- 
tiones, neque amplius ex calculo excluduntur . Si enim verbi 
gratia dx alfumtum fit conflans, ipfius x diflerentialia fecunda 
& fequentia evanefeum ; & quaecunque funbiones ipfius x loco 
reliquarum variabilium /, *, &c. fubftituantur, earum difle- 
rentialia fecunda per dx * , tertia per dx * , & c. determinabun- 
tur , ficque inconftantia a differentialibus fecundis oriunda tol- 
litur. Idem evenit, fi alius variabilis feu funbionis cuiuf- 
cunque differentiale primum conflans ponatur. 

263. Ex his igitur fequitur diflerentialia fecunda & 
altiorum ordinum revera nunquam in calculum ingredi, atque 
ob vagam fignificationem prorfus ad Analyfin elfe inepta.. 

Z 2 Quan- 
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Quando enim different i alia fecunda adcfle videntur, vel difffe- 
rentiale quodpiam primum conflans afiumitur, vel nullum. 
Priori caiii differentialia fecunda prorfus ex calculo evanef- 
cunt , dum per differentialia prima determinantur. Poileriori 
calu autem nifi fe mutuo deffruant , fignificatio erit vaga, & 
propterea in Analyli locum nullum inveniunt ; fm autem fe 
mutuo dcllruunt , tantum apparenter adfunt , -& revera folae 
quantitates finitae cum fuis differentialibus primis adelfe cen- 
lendac funt. Quoniam tamen faepifliinc apparenter tantum in 
calculo ufurpantur , nccelfe fuit , ut methodus eas tra flandi 
exponeretur. Modum autem mox offendemus, cuius ope dif- 
ferentialia fecunda & altiora lemper exterminari queant . 

264. Si expreffio unicam contineat variabilem x , eiufque 
differentialia altiora ddx , d i x, d*x y & c. in ea occurrant, ea 
fignificatum fixum habere nequit , nifi quodpiam differentiale 
primum conflans fit politum. Sit igitur t illa quantitas va- 
riabilis , cuius differentiale dt fit conflans politum , ita ut fit 
ddt — Oyd s t~o,d i t = o, Scc. Ponatur dx—pdr; eritque 
p quantitas finita , cuius differentiale vaga fignificatione dilfe- 

remialium fecundorum non afficietur, hineque etiam -j- erit 

dt 

quantitas finita. Sit dp — odt, fimilique modo ulterius 
d<]=i jr; dr — sdt j &c. erunt 7 , r , j , &c. quantitates finitae 
fixos fignificatus habentes. Cum igitur fit dx—pdt • erit 
ddxt=z dpdf=z qdt‘ \ d } xt=dqdt '•=.rdt i j 
d*x~drdt ! = idt * ; &c. 

qui valores fi loco ddx , d‘x,d*x y &c. fubfti tuantur , tota 
expreffio meras quantitates finitas cum differentiali primo dt 
continebit, ideoque non amplius vagam fignificationem ha- 
bebit. 

2 65. Si x fit funftio ipfius r, poterit hoc modo quan- 
titas x prorfus eliminari , ita ut fola quantitas t cum fuo 
differentiali dt in expreflione remaneat: fm autem t fit fun- 

£!io 
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flio ipfius #, viciflim quoque * erit ipfius t funflio. Interitu 
tamen ip(a quantitas * cum fuo difierentiali primo dx , in 
calculo retineri potell , dummodo polt fubflitutiones ante 
faftas ubique loco t <k dt earum valores per x & dx expreffi 
rellituantur. Quod quo planius fiat, ponamus t die =x", 
ita ut differeutiale primum ipfius .%•" conflans fit pofitum. 

Quia igitur cft 

dt — dx : erit }> — : & 

— • (« — t)dx , , 

• dp — — = qdt — nqx"~' dx ; 

, — ( » — O 

unde fit q— : Sc ■ 

. (n — i ) (in — i)dx . ' 

dq = 1 = rdt — nrx " ' dx . 

tinx 

Hinc porro fit 

(n — i) (2?»— i) (n — I )(zn — 1X3»—!) 

r = ; & s . 

« 3 a? 3 “ — ‘ i . «■‘a: 4 '' 1 

Quare fi difTerentiale ipfius*’ ponatur conflans, erit: 

(n — i)dx' 

ddxtxz 

x 

(» — 1 )(m — l)dx J 

d‘xt=L - 

XX 

(u^l)(zn—i)(^n~i)dx* 
d*x — — 

- X 3 

& c. 

2 66. Si expreffio duas contineat variabiles * & yj 
earumque unius x difTerentiale pofitum fit conflans , ob ddx — o, 
alia differentialia fecunda & altiora non inerunt, praeter ddy , 
d 3 y, & c. Haec autem eodem modo, quo ante ufi fumus, 
tolli poterunt ponendo 

dy 
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dy — pdx ; dp—qdx- dq — rdx' drssssdx; <kc. 
fiet enim ddy — qdx' ; d ‘y — rdx 5 ; d 'y = sdx* Scc. 
uibus fubftitutis exprefiio orietur , quae praeter quantitate? 
nitas *, y , p , q , r, i, &c. nonni u differentiale primum 
dx continebit . Sic fi propofita fuerit haec exprefiio 
ydx 4 +■ xdyd 1 y + xd *y 
(xx + yy) ddy 

in qua dx eft confiunt aflumtum ; ponatur 
dy = pdx ; dp — qdx ; dq — rdx; & dr — sdx • 
quibus valoribus fubftitutis exprelfio propofita tranfmutabitur 
• , (y + xpr + xs)dx* 

(**■» -yy)q 

lia fecunda altiorave continet. 

z 6y. Simili modo differentialia fecunda 8c altiora tol- 
lentur, fi dy fuerit conftans aflumtum. Verum fi aliud diffe- 
rentiale primum quodcunque dr fiatuatur confians , tum pri- 
mum modo ante indicato differentialia ipfius x altiora ex 
calculo tollantur, ponendo 

dx — pdt • dp — qdt • dq = rdt • dr — sdr ; & c. 
unde fit . 

ddx^rrqde' j d 3 * = rdt * yd* x = sdt * ‘ tkc. 

Deinde fimili modo differentialia altiora ipfius y ponendo 
dy = Pdt ; dP = Qdt ; dQ=Rdt ; dR=Sdt ; Scc. 
unde fiet 

ddy — Qdt ' ; d' y e=R</z ' ; d* y — Sdt* ; Scc. 
quibus fubftitutis obtinebitur exprefiio, quae praeter quantita- 
te? finitas, x, p , q, r, r, Scc. y , P, Q, R, S, &c. 
folum differentiale dr complectetur , neque propterea vagam 
habebit fignificationem. 

2 <SS. Si differentiale primum, quod conftans ponitur, 
vel ab x vel ab y vel ab utroque fimul pendet , tum non 

opus 


quae nulla amplius differentia- 
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opus eft , ut duplex quantitatum finitarum /> , q, r, & e. fe- 
ries introducatur. enim dt ab * tantum pendet, tunt lit- 
terae p , q , r , &c. fient funiliones ipfius x , folaeque litterae 
P, Q, R, &c. ingrediuntur; idemque evenit, fi differentiaie 
conftans dt ab y tantum pendeat. At fi dt ab utraque pen- 
deat, operatio aliquantum immutari debet. Ponamus exempli 
gratia hoc diflerentiale ydx conftans efle aflumtum , eritque 

dxdy 

yddx -f- dxdy = o ; unde fit \ddx ~ . 


dy — pdx ; dp—qdx‘ dq — rdx & c, eritque ddx- 
ulteriufque differentiando 

2 pdxddx 


Sit nunc 

pdx * 


qdx 1 ppdx 3 

d’ x = — fi — 

/ yy 


fubfti tuatur hic loco ddx eius valor — 


pdx * 


fiet 


^ }PP d * 1 


yy 


porroque 


d*x=i- 


rdx * pqdx* 6pqdx* 6p 7 dx* 


yy 


yy 


+ (ML_g\ d^Jdx; 

\ yy yj 


& pro ddx fubftituto valore — emerget 

y 

l JtL 

>3 


' > yy y 

Deinde cum fit dy — pdx; erit 


pdx * 

y 

) dx* 


& c. 


ddy 
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di!y = qdx » pddx — [q — Ut}j J x : - 
Sc continuo . pro ddx valore — fuLUitueudo fiet 


V ^ yy / 

j* yS=i ( t ^ZE^m + i 

\ V V 


yy 
2 5 ppq 


& 


iV' 


&c. 


y y yy y 3 / 

qui valores loco differentialium ahiorum ipfarum x & y fub- 
Itituti mutabunt expreflionem propofitam in eiufmodi for- 
num , quae nulla amplius differentialia altiora continebit , 
hi neque conftderatione cuiufpiam differentiatis conflantis exue- 
tur. Fa£la enim hac transformatione , quia differentialia fe- 
cunda non infunt , nequidem opus efl , ut quale differentiale 
funitum fit conflans , commemoretur. 

z6p. Saepiffime autem in calculo ad lineas curvas ap- 
plicato evenire folet , ut hoc differentiate primum \I(dx'fdy 1 ) 
conflans aflumatur : quare quemadmodum hoc cafu differentia- 
lia fecunda & altiora eliminari debeant, oflcndamus. Sic enim 
funul via patebit ad idem negotium abfolvenduin, fi aliud 
quodcunque differentiale afiumendum fit conflans. Ponatur 
iterum dy=pdx- dp — qdx j dq — rdx • dr — sdx’ &c. 
atque differentiale V^(dx* -f- dy * ) induet hanc formam 
dx</ ( 1 pp) , quae cum fit conflans fiet 


ddx\f(i +pp) 


ideoque 


pqdx * 

*(*+&) ~° : 
pqdx 


J ‘ !X '+PP 


unde iam ipfius ddx vxalor habebitur : hinc porro erit 




V 
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^ _ prdx 5 qqdx ' a ppqqdx* zpyd xdd* 

i +pp i +pp’ r i i +ppy 1 +pp 

prdx 1 qqdx 1 ^ ^ppqqdx J 

X+#> (i +/>/>)* 

_ prdx x (wp — l)qqdx' 

~ l+PP {l+PP)' 

Deinde-. fiet 

/m/x» (io pp~i)qrdx* (l5/^ — l j)pq i dx* 

1+/)/) (i-f />/>)* ( I +/’/') 1 

Quia autem aflumfimus = pdx > fiet differentiando 

ppqdx 1 qdx 1 

ddy = qdx' + pddx = f** - 7^ “ 
d>y-~ - 2 BltL + , ideoque 

j* r — rJx ' • 

x+/>/ > (*+#)* ’ 

porroque differentiando : 
j</x 4 1.3 p/]vdx 4 4(<fy> p — l)q‘dx* 

Ay ~~l Tpp~^ (1 +ppy (t+tp)* 

Omnia ergo differentialia altiora utriufque variabilis x & y 
per quantitates finitas & poteftates ipfius dx exprimentur, at- 
que poft has fubftitutiones fa£las refiiltabit exprelfio a difTe- 
rentialibus fecundis prorfus libera. 

270. Expolito igitur modo differentialia fecunda & 
altiora exuendi , conveniet hoc negotium aliquot exemplis 
illuftrari. 

I. Sit propofita haec exprelfio — - f , in qua dx pofitum 
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cft conflans . Pofito' ergo dy — pdx ,&<//> = qdx , ob 
ddy =■ qdx 1 , expreflio propofita abit in hanc finitam xq . 

dx 2 dy * 

IJ. Sit propofita liaec expreflio — in qua po- 

ddx r 

fitum fit dy conflans . Ponatur dxzzpdy j dp — qdy , 

i+w> 

ob ddx = qdy*, orietur . Sin autem ut ante fta- 

<7 

tuere velimus dy = qdx • ob dy conflans erit 

qdx 2 

o = pddx + dpdx & ddx = — ; unde expreflio propo- 

fita tranfibit in — — — 

‘ 7 

III. Sit propofita haec expreflio ~^ x j u 

dxdy 

qua ydx pofitum fit conflans . Ponatur dy — pdx & 

dp = qdx , eritque ex §. 2t>8 : ddx = — ~ , 

, y 
ppdx 2 

ddy = qdx 1 , quibus fubflitutis expreflio propofita 

tranfmutatur in hanc : — i ■ — — -f — . 

P y 

% . dx 2 “f" dy * 

IV. Sit propofita ifta expreflio — , in qua 

ddy 

conflans fit pofitum V(dx' + dy ' ) . Ponatur iterum 
dy = pdx , dp = qdx , & ex paragrapho praecedente 

• «i/* * 

erit ddy =: — — — ; unde expreflio propofita abibit 

in i2±OL. * 

? 

Ex 
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Ex his autem exemplis latis iutelligitur , quemadmodum in 
quovis cafu oblato , quodcunque differentiale primum afium- 
tum fit conflans, differentialia fecunda atque altiora eliminari 
debeant. 

271. Cum igitur hoc modo introducendis quantitatibus 
linitis p, q , r, s , fcc. differentialia fecunda & altiora ita 
eliminari queant, ut tota cxpreflio praeter quantitates linitas 
x , y, /», q, r, s , &c. folum differentiate dx complebatur; 
vicilfim fi huiufmodi cxpreflio reduba proponatur , ea iterum 
in formam priorem tranfmutari poterit loco litterarum 
p , q , r , s , &c. introducendis differentialibus fecundis & al- 
tioribus. Nunc autem perinde erit, quodnam differentiale 
primum conflans aflumatur ; atque vel id ipfum , quod ante 
luit affumtum conflans poni poteft, vel aliud quodcunque. 
Quin etiam prorfus nullum differentiale conflans affumi pote- 
rit , hocque modo prodibunt exprelfioncs differentialia fecunda 
altiorave continentes, quae etiamli nullum differentiale con- 
flans lit affumtum, tamen lixas lignificationes obtineant, 
cuiufmodi exprefliones dari fupra offendimus. 

272. Sit ergo propofita expreflio quaecunque continens 
litteras finitas x,y,p , q, r, &e. una cum differentiali dx , 


tn qua fit p = 


&c. Si enim 


dy dp dq 

dx' ^ dx’ dx' 

lus litteras p, 17 , r , &c. ita eliminare velimus, ut ea- 
rum loco introducamus differentialia fecunda 8c altiora ipfii- 
rum .v & y , nullo differentiali conflante affumto ■ fiet 
, dxddy — dyddx . dxddy — dyddx 

r dx 1 ’ ^ * dx' ’ 

quae formula differentiata dabit 
dx 1 d'y — 3 dxddxddy -f- 3 dyddx* — - dxdyd 3 x 

dx 4 

aD( j p dx' d' y — ^dxddxddy -f- ^dyddx 1 — dxdyd 3 X 

“ dx 5 

Aa 2 


dq 1 


Quod 


Quoti fi infuper littera s , quae denotat valorem — , infit , 

pro ca fubftitui debebit hic valor s = 
<!x'd'y- 6 dx'ddxd’y -ydx'ddydxJ r i ^dxddx~'dJy \- I odxdyddxd‘x - 1 ^dyddx'-dx‘dyd 4 x 

dx 7 

His igitur valoribus loco quantitatum p , q , r , s & c. fubfti- 
tutis expreflio propoftta tranfmutabitur in aliam differcntialia 
altiora ipfarum x & y continentem , quae etiamfi nullum dif- 
ferentiale primum conflans fit affumtum, tamen non vagam 
fed fixam habebit fignificationem. 

273. Hoc ergo modo quaevis formula differentialis al- 
tioris gradus , in qua quodpiam differentiale primum aflum- 
tum eft conflans , tranlmutari poterit in aliatn fornum , in 
qua nullum differentiale conflans ponitur, quae hoc non' ob- 
llante eundem valorem fixum habeat. Primum fcilicet ope 
methodi ante traditae aflumtis valoribus 

dy— pdxj dp = qdx ; dq~rdx' } dr=zsdx ; &c. 
differentialia altiora eliminentur , tum loco p , q , *• , s , Scc. 
valores nunc inventi fubftituantur , atque orietur expreflio 
priori aequalis nullum differentiale conflans involvens : quam 
transformationem exempla fequentia illuflrabunt. 

• . rr xddy . . 

1 . Sit propolita haec expreflio — — - , in qua dx pofitum 

conflans , quae tranlmutari debeat in aliam formam nullum 
differentiale conflans involventem. Ponatur dy—pdx\dp~qdx\ 
atque ut ante (270) vidimus expreflio propoftta tranfibit in 
hanc: qx. Nunc loco q fubflituatur valor, quem obtinet 
. dxddy — dyddx 

nullo differentiati conflanti aflumto <7 = — 


dx* 


atque reperietur haec expreflio 


xdxddy — xdyddx 

7x* 


propofitae 


aequalis , Sc nullum amplius differentiale conflans involvens . 
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_ , dx 3 + dy 1 . , 

II. Sit propofita haec exprefiio m qua ay 

aflumtum efl conflans . Ponatur dy = pdx 8 c dp = qdx ; 

.... . />(*+/P) 

eaquc tranubit m hanc : 


, flatuatur nunc 

, atque invenietur : 
dx 3 

quae nullo differentiali aflumto conflante 


dy dxddy — dyddx 

Sc q — 


' dx 

dy(dx* -}- dy 1 ) 

dyddx — dxddy 
eundem fixum habet valorem , quem propofita. 

„ yddx — xddy . 

III. Sit propofita haec exprefiio : ~d\ 7 y > m 

qua differentiate ydx conflans efl aflumtum . Ponatur 
dy = pdx , atque uti fupra (270) vidimus haec exprefiio 

tranfmutatur in hanc : — 1 + — , quae nullo diffe- 

r p .y . .. 

rentiali conflante aflumto transformabitur in illam : 
xdxddy — xdyddx xdy 
dx 3 dy ydx 


xdxdy 3 — ydx 3 dy — yxdx ddy + yxdyddx 
ydx 3 dy 

dx' + dy' 

IV. Sit propofita haec exprefiio 


in qua 

conflans aflumtum efl differentiale yf (dx* + dy 3 ). Po- 
firo dy = pdx , & dp = qdx , orietur haec expreffio 

( 1 +PP), (loco citato). Statuatur nunc /> — — , & 

' dx 

, atque nullo aflumto differentiali con- 

flan- 


9 = 


dxddy — dyddx 
dx 3 


S 


1 

i 
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(dx s + dy' ) 1 


liante nancifcemur iflam expreffionem , . . , , , , 

dx 1 ddy — dxdydJx 

propofitae aequivalentem . 

V. Sit propofita haec cxpreffio — , in qua dif* 

- x "“y 

ferentiale dx conflans fit alium tum . Ponatur 

dy = pdx j dp = qdx & dq = rdx ; 

atque ob 

ddy — qdx 1 & d> y ~ rdx 5 

jy/.v 5 

formula propofita abibit in hanc. — — . Nunc loco <7 & r 

xq 

fubflituantur valores , quos nullo differentiati conflante affum- 


& 


dxddy — dyddx 

to recipiunt fcihcet : q — • — ; — , 

_ dx 1 d'y — ^dxddxddy -f- ? dyddx ' — dxdyd ! X 
* dx' 

atque obtinebitur fequens expreflio propofitae aequivalens : 
dx' d'y — ^ dxddxddy -} - 3 dyddx ' — dxdyd' x 
x{dxddy — dyddx) 
dx ( dxd 'y — dyd 5 x ) %ddx 

x(dxddy — dyddx) x 

274- Si has transformationes diligentius intueamur , 
methodum eas perficiendi colligere poterimus expeditiorem, 
ita ut non opus fit litteras p , q , r, &c. introducere. Varii 
autem modi hoc opus abfolvendi occurrent , prout aliud at- 
que aliud differentiale in formula propofita conllans fuerit af- 
fumtum . Ponamus primum in formula propofita differentia- 
le dx conflans efle alfumtum ; & quia loco dy pofuimus 

d y , . • • f 

pdx , rurfufque — loco p': differentialia prima dx 8c dy , 
dx 

ubi- 
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ubicunque in exprcffionc occurrunt , fine alteratione relin- 
quuntur. Ubi autem occurrit ddy , quia cius loco fcribitur 

, o i i - dxddy — dyddx . 

qdx * , Sc porro loco q valor — , tranlmutatia 

abfolvetur , fi ubique loco ddy flatim ponatur ~ dx 

dx 

dyddx . 

itu ddy — . Si infuper m exprcffione propoli ta 

occurrat d 3 y , quia eius loco ponitur rdx 3 , ob valorcm 
ipfius r ante inventum , ubique loco d : 'y fcribi debebit 

dyd 1 x 

dx 


iddxddy , zdyddx * 

d’ y --d. -I c 

dx dx 1 


quo faflo expreffio propofita tranfinutabitur in aliam , quae 
nullum differentiale conflans involvit Sic fi proponatur 

. (dx' -f- dy 8 ) 1 

tua expreffio J x ddy * ' n S ua ^x pofitum efl conflans, 


dyddx 


ei aequalis erit pofito ddy — 

dx 


loco ddy , haec nul- 


lum differentiale conflans involvens : — — "t-— — — . 

dxddy — dj dax 

275. Hinc facile colligitur , fi in expieff.one qua- 
piam propofita affumtum fuerit differentiale dy conllans , 

tum ubique loco ddx fcribi debere ddx — & i oco 

. , djr 
^ddxddy idxddy' dxd'y 

— j f -- — , — , — ; ut obti- 

dy d y * dy ’ 


d 3 x hoc d 3 x 


neatur expreffio aequivalens, in qua nullum differentiale con- 
flans ponatur . Sin autem in expieffione propofita conltans 

fuerit affumtum ydx , 'quoniam fit ddx — — % 

y 

ddy 


ipz 
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, ppdx 1 

y 

— , & loco ddy ubique ddy — 


loco ddx ubique fcribi debebit 
dyddx dy ' 


tiora diflerentialia 
folent 


dx 


ad al- 


, quia iu hoc negotio rari (Time occurrere 
, non progredior . Quod li vero in expreffione pro- 
polita hoc dilferentiale /(</* * + dy ‘ ) a (Ium tum fuerit con- 

_ ... ,, pqdx 1 „ ,, qdx 1 

itans, quia invenimus ddx = — & ddy = — - — r 

i+pp i+pp 

pro ddx ubique fcribi debet — * dxd \ — y ^ j oco 


ddy ubique 


dx ' ddy — dxdyddx 


expreflio 


dx 1 + dy 1 
dyV( dx' + dy* ) 

ddx ’ 


m 


dx 1 + dy 1 
Sic fi propofita fuerit 

qua V( dx ' + dy * ) a f- 


fumtum fit conflans , ea tranfinutabitur in hanc : 

( dx 1 ■{“ dy 1 )* 

— , , ■ ; , ■ , in qua nullum differentiate conflans affu- 

dyddx — dxddy 

mitur . 

zj6. Qno iflae reductiones facilius ad ufum accommoda- 
ri queant, eas in fequenti tabella compleiti vifum efl . 

Formida igitur differentiatis al tiaris gradus in aliam nul- 
lum differentiale conflans involventem tranfinutabitur ope 
fubflitutionum fequcntium : 

I. Si differentiale dx fuerit conflans affumtum 
fcribatur 


loco 

ddy 

d>y 


y dx 


d x y ' 


3 ddxddy ^dyddx 1 

T ' 


dyd’x 


dx 


dx 1 


dx 
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II. Si differentiata dy fiierit conflans affumtum 
fcribatur 
dxddy 


loco 

ddx 


d'x 


ddx 


dy 


^ , ^ddxddy ^ jdxddy 1 


dxd ly 


dy dy 1 dy 

III. Si differentiata ydx fuerit conflans affumtum. 
fcribatur 
dxdy 

y 

dyddx dy ' 


loco 

ddx 


ddy 

d 3 x 
d*y 


ddy — a — 

dx y 

dyddx' dxddy 3 dxdy ' 

y y yy 

, 3 ddxddy t $dyddx' 

dy 7 ~ + 17' 

, 4 dy'ddx , 3 dy* 

T T f « 

ydx yy 


dyd 3 x 4 dyddy 

dx. y 


IV. Si differentiata V(dx ' + dy ' ) fuerit conflans affumtum. 
loco | fcribatur 

, , , dy '■ ddx — dxdy ddy 

ddx 1 

ddy 

i J * 


d' a y 


dx' dy' 
dx 1 ddy — dxdy ddx 


dx 1 + dy 1 

dy' d' a x — dxdyd 3 y 
dx' -f- dy' 

( dxddy — dyddx) ( $dy' ddy — » dx' ddy -f- \dxdyddx ) 


( dx * + dy ' ) ' 
dx 1 d*y — dxdyd 3 x 
dx' -f- dy' 

( dyddx — dxddy )( $dx' ddx — d y' ddx -f* 4 dxdyddy ) 
(dx' dy')' 
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277. . Exprefliones ergo iflae , quae nullum different ia !e 
conflans includunt, ita erunt comparatae, ut pro lubitu quod- 
vis differentiale conflans aflumi queat. Hi neque exprefliones 
differentiales altiorum graduum , in quibus uulium differentia- 
le conflans aflumtum perhibetur, examinari poflunt, utrum 
iignificatio earum lit vaga an fixa . Ponatur enim pro lubitu 
quodpiam dificrentiale puta dx conflans , tum per regulam §. 
praeced. priorem reducatur -expreflio iterum ad formam, in 
qua nullum dificrentiale conflans fit aflumtum , quae fi cum 
propofita conveniat , ea erit fixa, neque ab inconflantia difie- 
rentialium fecundorum pendebit : fin autem expreflio prodeat 
diverfa, tum propofita vagam habet fignificatiouem. Sic fi po- 
natur haec expreflio yddx — xddy , in qua nullum differentia- 
le pofitum fit conflans; ad invefligandum , utrum fignificatio- 
nem fixam habeat an vagam, ponatur dx conflans, eaque abi- 
bit in — [xddy; nunc per regulam primam praeced. loco 

dyddx xdyddx 

ddy ponatur , ddy ac prodibit — xddy -j , 

dx ' dx 

cuius a propofita diferepantia indicat , propofitam expreflio- 
nem fixam itatamqv.e figtiificationem non habere. 

278. Simili modo fi proponatur expreflio generalis hu- 
iufinodi Vddx-^-Qdxdy-\- Rddy , conditio definiri poterit, fub 
qua ea nullo cifierentiali conflante affumto valorem fixum 
habeat. Ponatur enim dx conflans, atque expreflio propofita 
abibit in hanc Qdxdy-\-Rddy : nunc haec iterum transforme- 

idem maneat , 
ficque prodibit 

R dyddx 

Qdxdy -j- Rddy , quae forma cum propofita con- 


tur 111 aliam formam , ut eius fignificatus 
etiamft nullum differentiale conflans fingatur , 


dx 


gruet, fi fuerit Vdx Rdy=^ o; hocque folo cafu valor eius 
erit fixus. Verum fi 


r . . . R dy . Vdx 

non fuerit P = -- feu R — — 


dx " ‘ ' dy 

tum expreflio propofita Vddx + Qdxdy -fi Rddy valorem fi 
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xuni non habebit, fed eius fignificatio erit vaga atque di ver* 
fa , prout aliud atque aliud differentiale conflans affumitur . 

279- Ex his. principiis etiam facile erit expreflionent 
difFerentialem, in qua quodpiam differentiata conflans efl pofi- 
tum, ttanfmutare in aliam formam, in qua aliud differentiata 
conflans afTiimatur. Reducatur enim primum ad ciufmodi for- 
mam , quae nullum differentiale conflans involvat , quo fa£lo 
illud alterum differentiale conflaus ponatur. Sic fi in expref- 
fione propofita differentiale dx affumtum fit conflans , eaque 
tranfmutanda fit irv aliam, quae differentiale- dy conflans im- 
plicet : in formulis fupra loco ddy & d 3 y fubflituendis ob 
dy conflans . ponatur ddy ~ o, d*yzz: o, atque quaefito fatif- 1 


fiet , fi loco ddy fubflituatur — 


loco d 3 7 . Hoc modo ifla formula 


dyddx ^ idyddx 1 dyddx 

dx dx 1 dx 

( dx ■ dy ’ ) T 


dxddy 


in qua dx pofitum efl conflans , tranfmutabitur in hanc 
(<dx’ + dy * )* 


dyddx 


■,.in qua dy ponitur conflans.. 


2S0. Si contra formula , in qua dy conflans efl po- 
litum , tranfmutari debeat in aliam ; in qua dx fit con- 

dxddy 

flans , tum loco ddx fubflitui debet — — • — 8c loco 

dy 

d i x haec expreffio dxd y . . simili modo 

r dy' dy 

fi formula , in qua v' ( d. x 1 -f- dy 1 ) pofitum efl conflans, 
tranfmutari debeat in aliam , in qua dx fit conflans , tum 

. , , - .. dxdy ddy dx 1 ddy 

loco ddx fcnbatur — - — - — oc — — - — loco 

dx'+dy' dx' + dy ' 

ddy. At fi formula, qua dx conflans efl affumtum , tranf- 


Bb 2 


mu- 
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mutari debeat in aliam , in qua V{ dx 1 + dy ' ) fit conflans , 
quia ob dx* dy' conflans fit dxddx -f- dyddy = o , 

& ddx «= — — , hoc valore loco ddx afliimto , 

,, dy'ddy (</** + dy‘)ddy 

pro ddy fcribi debebit ddy i — — = — . 


Sic haec formula 


dx' 

(dx' + dy'f 
dxddy 


, in qua dx efl con- 


flans, tranfmutabitur in aliam , in qua V (dx : + dy * ) po- 

dxyf(dx' + dy') 
mtur conflans, quae erit — . 
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DE AEQUATIONIBUS 
DIFFERENTIA L IB US 

281. 

L h° c Capite imprimis elt propofitum earum fimftionunl 
iplius x, quae non explicite, fed implicite per aequationem, 
qua relatio functionis illius y ad x continetur, definiuntur, 
differcntiationem explicare : quo fa£lo naturam aequationum 
difierentialium in genere perpendemus, & quemadmodum ex 
aequationibus finitis oriantur , oftendetnus . Cum enim io cal- 
culo integrali fummum negotium confillat in integratione 
aequationum difierentialium , feu in inventione eiufmodi ae- 
quationum finitarum , qua cum differentialibus conveniant ; 
nccelfe elt, ut hoc loco indolem ac proprietates aequationum 
difierentialium , quae ex earum origine lequuntur , diligentius 
Icrutemur, ficque viam ad calculum intcgralem praeparemus. 

282. Ut igitur hoc negotium abfolvamus, fit y funflio 
eiufmodi ipfius x , quae per hanc aequationem quadratam 
yy-hPyh Q,— 0 definiatur. Cum ergo haec expreflio 
/y-J-Py-hQ fit = o, quicquid x fignificet , nihilo quoque ae- 
qualis erit , fi loco x Icribatur x -f- dx , quo cafu y abit in 
y-\-dy. Fa£la autem hac fubfiitutione , fi a quantitate refultante 
iubtrahatur prior remanebit eius differentiale , quod 

propterea quoque eiit = o. Hinc patet fi exprefiio quae- 
cunque fuerit =0, eius etiam differentiale fore aequale o; 
atque fi duae quaecunque exprefliones inter fe fuerint aequales 
earum quoque difierentialia fore aequalia. Cum igitur fit 
yy + Py + Q = o , erit quoque 

2 ydy -f- Pdy-\-)'dP -J- </Q=- o 

quia 
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ex qua oritur 


quia vero P & Q funt funCtiones ipfius x , earum differen- 
tialia huiufmodi formam hebebunt, 

dP —pdx , & dQ — qdx\ 

unde fiet x 

2 ydy 4 " P dy -\-ypdx 4 - qdx — o 

dy — yp — <i 

dx 2 y 4 - P 

283. Quemadmodum ergo aequatio finita yy + Pj^Q^ro 
exponit relationem inter y & * , ita aequatio differentialis 
exprimit relationem feu rationem , quam dy tenet ad dx . 
dy — ■ y p — q 

Quoniam vero efl — — — — — , haec ratio dy : dx co- 
d x zy -f- P 

gnofci non poteft , nifi ipfa funCtio y fit cognita : neque ve- 
ro res aliter fe habere poteft; cum enim ex aequatione fini- 
ta y geminum obtineat valorem , uterque fuum peculiare ha- 
bebit differentiale , & utriufque differcntiale reperietur , prouti 

Jiic vel ille valor in expreflione — — , — - loco y fubftitua- 

. 2 y +I ! 

tur . Simili modo funCtio y per aequationem cubicam defi- 
d y 

niatur, valor functionis — erit triplex; triplici Icilicet ipfius 
dx 

y valori refpondens. Si in aequatione propofita finita y qua- 
• d y 

tuor plurefve habeat dimenfiones , neceffe efl ut — totidem 


fignificationes fortiatur . 

284. Interim tamen ipla funCtio y ex aequatione eli- 
minari poterit, cum duae habeantur aequationes y continen- 
tes , finita fcilicet & differentialis : tum autem eius differen- 
tiale dy ad totidem dimenfiones affurget , quot ante habuerat 
y , ficque ifta aequatio omnes diverfas rationes ipfius dy ad 
dx fimul compleCtetur . Sumamus praecedens exemplum aequa- 
tionis yy 4 - P/ 4 " Q_=o , cuius differentialis eft : 

zy- 
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lydy + P dy -f- jdP + dQ — 0 > 

PJy JQ 

ex qua (it yz=z ^ -— -y^-^qui valor loco y ia priori ae- 

quatione fubfti tutus dabit : 

(4Q. - p V)dy ! + ( 40 ,- PP )dPdy + QdP 1 - P^VQ + dQ_' = o , 
cuius radices mnt : 

/(!')■ — 4 Q.) 

quae funt bina differentialia binorum ipfius y valorunt ex 
aequatione finita: y— — jP±j/(PP — 4Q.).. 

285. invento valore ipfius dy per repetitam differen- 
tiationem reperietur valor ipfius dJy , porroque ipforum d'y, 
d*y , & c. qui autem, cum determinati non lint , nili aliquod 
differentiate primum conllans liatuatur ; ponamus commodita- 
tis ergo dx .conltans , atque ad hoc oftendendum fumamus 
hoc exemplum > 3 -f- ^ 3 =: 3 axy , unde per differentiationem 
Oritur lyydy -f- 3 xxdx = 3 axdy + laydx , hincque 

e ^-=— fumantur denuo differentialia pofito dx confian- 

d X yy — ax r 

te atque invenietur 

ddy_ — ayydy — aaxdy -f-2 xxydy — 2 xyydx 4" aaydx -f" axxdn 

dx (yy — ax) * 

fubflituatur loco dy eius valor modo inventus ‘~- X - — 

yy — ax 

atque divifionc per dx fa£la habebitur 

ddy (ay — xx) ( 2 xxy — ayy — aax) axx + aay — zxyy 

dx 1 (yy — ax)* (yy — ax ) 1 

ddy 6 axxyy • — 2 x*y — lx y 1 — 2 a' xy 
(yy — ax ) 3 
2a*xy 


r uu s 

fcu d7 i=s 


(yy — ax ) 3 


cum 
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cum ex aequatione finita fit ix , y+ixy* = 6axxyy: hocque 
modo ope aequationis finitae hi valores in innumeras formas 
tranfnmtari poffunt . 

28 6. Aequatio etiam differentialis prima infinitis modis 
poteft variari, dum cum aequatione finita permilcetur. Sic 
cum exemplo praecedente inventa eifet aequatio differentialis 

yydy -f- xxdx = axdy -f- aydx , 
fi ea multiplicetur per y, orietur 

y^dy-f- xxydx = axydy 4 " ayydx , 
in qua fi loco y 3 fu bili tuatur eius valor ^axy — x 3 orie- 
tur haec aequatio nova 

2 axydy — x' dy + xxydx = ayydx • 
quae denuo per y multiplicata, poftquam loco y 3 eius valor 
fuerit fubfti tutus , praebebit 

zaxy 2 dy — x 3 ydy -f- xxyydx — %aaxydx — ax 3 dx . 
Generaliter autem fi P, Q, R denotent funftiones qualcun- 
que ipfarum x & y , fi aequatio differentialis multiplicetur 
per P, erit 

P yydy -j- P xxdx ~ aPxdy +■ r.Pydx . 

Tum cum fit x 3 -j-y 3 - — 30*7 = 0 erit quoque 
(* 3 + y 3 — l^xy) (Q dx + R dy) = o , 
quae aequationes invicem additae dabunt aequationem differen- 
ttalem generalem ex propofita aequatione finita natam 
P 'yydy — aPxdy 4" R * 3 dy 4" R 7 3 dy — jaRxydy -f- 
P xxdx — aPydx 4 Q* 'dx -f- Qy 3 dx — $aQxydx — o . 

287. Poffunt vero etiam per iplam differentiationem 
infinitae aequationes differentiales.ex eadem aequatione finita 
inveniri, dum ea, antequam differentietur , per quantitatem 
quamcunque aut multiplicatur aut dividitur. Sic fi P fuerit 
funflio quaecunque iplarum * & y , ut fit dP=pdx + qdy , 
fi aequatio finita per P multiplicetur, atque tum demum dif- 
ierentietur, obtinebitur aequatio differentialis generalis, quae 
infinitas formas divertis induet , prouti pro P aliae atque aliae 

fim- 


* 




CI 


CAPUT IX. 

functiones affunduntur. Tum vero multiplicitas adhuc in infi- 
nitum augebitur, fi ad hanc aequationem differcntialem in- 
ventam addatur ip(a aequatio finita per huiufmodi formulam 
Qjix -f- Hdy multiplicata, ubi pro & R functiones. quaf-. 
cunque ipfarum. x & y a (Tumere licet. Quanquam autem in 
his omnibus aequationibus relatio inter dy & dx, quam diffe- 
rentiata funflionis y aeqiuitione finita per x determinatae aci 
dx tenet , comprehenditur; tamen plerumque multo latius pa- 
tent, & differentiata iplius y per alias aequationes finitas de- 
terminati exprimit; cuius rei ratio in calculo integrali potif- 
fimum explicabitur. 

a83. Non folum autem ex eadem aequatione finita 
innumerabiles aequationes differentiatas deduci pofliint , fed 
etiam plures imo infinitae exhiberi pofiunt aequationes fini- 
tae , quae ad eafdem aequationes differentiales deducantur. Sic 
hae duae aequationes yy ~ ax -f- ab 8c yy — ax omnino 
funt diverfae , dum in priori quaecunque quantitas conflans 
in locum iplius b collocatur. Interim tamen hae ambae ae- 
quationes differentiatae eandem dant aequationem differentia- 
lem lydy — adx ; quin etiam omnes aequationes in hac forma 
yy — ax contentae, quicunque valor ipfi a tribuatur, in una 
aequatione differentiali , in qua a non infit , comprehendi 

poffuut. Dividatur enim aequatio illa per x ut fit — = a , 

haecque differentiata dabit zxdy — ydx — o . Poffunt quoque 
aequationes tranfeendentes & algebraicae ad eandem aequatio- 
nem differentialem perduci , uti fit in illis aequationibus 

X 

yy — ax =t o 8c yy — ax = bbe * , 

X 

fi enim utraque per e « dividatur , ut habeantur illae aequa- 

X X 

tiones: e ‘ (yy — ax)=z o & e * (yy — ax) — bb , 

«x utriufque differentiatione orietur eadem differentiatas 

Cc 


zy 
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zydy — adx — — f- xdx = o . 

a 

285?. Ratio huius diverfitatis in hoc confiflit , quod 
quantitatis conflantis ditTerentiale fit=o. Quodfi ergo aequa- 
tio finita ad eiufniodi formam reducatur , ut quantitas quae- 
piam conflans fola adfit , neque per variabiles vel multiplice- 
tur vel dividatur; tum per differentiationent eruetur aequatio, 
in qua illa quantitas conflans prorfus non adfit. Hoc modo 
quaelibet quantitas conflans, quae in aequationem finitam in- 
greditur, per differentiationent tolli potefl. Sic fi propofita 
luerit aequatio x* +/ 3 = 3<txy ; fi ea per xy dividatur ut 

X 3 y ^ 

habeatur — = 3.7 , haec aequatio differentiata dabit : 

2 x^ydx -f- ixy s dy ■ — x*dy —y 4 dx = o , 
quam conflans a amplius non ingreditur. 

2po. Si plures quantitates conflantes, quae in aequatio- 
ne finita infunt, tolli debeant, id fiet per diffcrentiationem 
bis pluriefve repetitam ; ficque tandem obtinebuntur aequatio- 
nes differentiales ahiorum graduum iis conflantibus prorfus 
carentes. Sit propofita haec aequatio yy — maa — nxx , ex 
qua per differentiationent conflantes niaa & n tolli debeant. 
Prima quidem tolletur prima differentiatione , unde fit 

ydy 

ydy-\-nxdx — o, hinc porro formetur aequatio -\-n— o , 

quae fumto dx conflante , per differentiationent dabit : 
xj ddy -f- xdy ' — ydxdy~ o , 

quae etfi nullam conflantem compleflitur , tamen omnes ae- 
quationes in hac forma yy^zmaa — nxx contentas, quicunque 
valores litteris m , n & aa tribuantur , in fe aeque comprehendit. 

291. Non folum vero quantitates conflantes, quae in 
aequationem finitam ingrediuntur, per diflerentiationem tolli 
poffunt , fed etiam altera variabilis , eius fcilicet , cuius diffe- 
rentiale. conflans affumitur, per differentiationent eliminari 

P°- 
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poterit. Ex aequatione enim inter x & y propofita quaeratur 
valor *, ut fit *=Y denotante Y funftionem ipfius y, erit- 
que dx — dY , & fumto dx conflante , fiet differentiando 
o = ddY. Sin autem fuerit xx-j- /tx-\- 0 ~Y , fiet ter diffe- 
rentiando o = d' 5 Y, & aequatio x> + <rvx+ix + r=Y quater 
differentiata dat o=.d*Y. Qpanquam autem in his aequatio- 
nibus una tantum variabilis ineffe videtur , quae propterea 
variabilis effe ceffaret , dum unica variabilis in nulla aequa- 
tione adeffc poteft ; tamen quia differcntiale dx conflans efl 
affumtum , eiufque ratio in aequatione haberi debet , revera 
in aequationem ingredi cenfendum efl. Hinc mirandum non 
elt , fi faepius aequationes differentiales fecundi altiorifvc gra- 
dus occurrant, in quibus unica tantum variabilis ineffe videatur. 

2p2. Praecipue autem notandum efl , per differentiatio- 
nem quantitates irrationales ac tranfeendentes ex aequatione 
tolli poffe . Quod quidem ad irrationales attinet , quoniam 
per redu£tiones cognitas irrationalitas eliminari poteft , hoc 
ia£lo, per differen dationem aequatio obtinetur ab irrationali- 
tate libera . Verum hoc laepenumero commodius fine ifta re- 
du£lione fieri poteft , dum per comparationem aequationis 

differentialis cum finita formula irrationalis, fi una tantum 
infit, eliminari poteft. Sin autem duae plurefve partes irra- 
tionales in aequatione finita contineantur, tum eius aequatio 
differentialis denuo differentietur , ficque aequationes differen- 
tiales ahiorum graduum tot quaerantur, quot requiruntur ad, 
lingulas partes irrationales eliminandas. Hoc modo etiam ex- 
ponentes indefiniti pariter atque fra£ti tolli poterunt. Uti fi 
fuerit y m = {aa — xx)’ , poft differentiationem habebitur 
tny ' r — l dy = — 2n(aa — xx ) 1 xdx , 

r • . r , mli y mxdx 

quae per finitam divila dat — - = , in qua 

y aa — .v.v 

nullus amplius exponens indefinitus occurrit. Hinc ergo patet 
aequationem differentialem ab omni irrationalitatc liberam 

C c 2 or- 
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ortam effe polle ex aequatione finita irrationali , atque adeo 
quantitates tranlcendentes involvente. 

2 ^ 3 - Ut autem ititelligatur , quomodo per diffeientia- 
tionem quantitates tranlcendentes eliminentur, incipiamus a 
logarithmis, quorum diflerentialia cum fint algebraica, nego- 
tium fine difficultate abfolvetur. Sit enim y=zxlx: erit 

xdy — ydx dx . 

XX X ’ 

que xdy — ) dx — xdx . Si bini infuit logarithmi duplici 
dillerentiatione erit opus : fit enim ylx=xly; erit 


X 5 


unde differemiando fit 


& differemiando , , 


eluditur fore Ix — 


xxdy — yydx 


ex qua con- 


Haec aequatio iam iterum 


yxdy — yydx 
differenti e tur pofito dx conliante , atque prodibit 
dx xxddy + 2 xdxdy — 2 ydxdy 
x yxdy — yydx 

-f- 0 W** — xxd y) (yxddy + xdy ' — ydxdy) ^ dx 

(yxdy — yydx ) ’ x 

> ’ xdxddy — y yxxdxddy -f- xxd xdy* — y"xdx dy~- -\-y‘ i dx'-dy — ixyydx % dy — x‘ > dy i 

[yxdy — yydx) ~ 

quae reducta dabit : 

y 3 xdxddy — yyxxdxddy + tyxxdxdy * — 2 xyydxdy' 

y * dx * 

+ 3 y’ dx' dy ■ — zxyydx'- dy — x*dy* =; o 

x 

feu yyxx(y — x)dxddy -f" yxdxdy(xxdy + yydx) 

— Zyyxxdxdy (dx -f- dy) — x* dy 3 -f-y *dx 
ip4. Quantitates exponentiales ex aequatione eodem 
modo, quo logarithmi per dilTercmiationem tolluntur. Si 
enim huiufinodi propofita fuerit P=.rQ., ubi P & Q fuu- 

flio- 


f 
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Iliones quafcunque ipfarum x Sc y denotent ; ea aequatio 
tranfmutari poterit in hanc logarithmicam /P=Q- cuius dif- 
dP ' 

ferentialis efl — feu dP ~ PdQ_. Neque obflat, fi 

quantitates exponentiales magis fuerint complicatae, tum enim 
fi una differentiatio non fufficit , duabus pluribufve negotium 
abfolvetur. 

e* -f- e~ x 

1. Sit y = ^ ^ • multiplicetur huius fraflionis nu- 


C **' I 1 £ 

merator ac denominator per e* eritque y=z~— unde fit 

y -h i „ ,»-+1 

y — i y—i 

cuius diffc-entialc efl dx — — =r — — 


II. 


nem 


yy—i i —yy 

• e* 4* t~ x 

Sit y = / , fiet per primam differentiatio- 


(e x — e~ x )dx 

dy = 1 - — . 

e x + e ~ x 

"_dy + dx 


feu 

dx e “ 4- i 


'•que 


dy + dx 

' “=' 3 C= 5 - 

Sumto ergo </* conflante erit 

— — ~ — • feu dx 3 = ddy + dy* . 

dx 3 — fl[)> 3 

2P5. Simili modo quantitates tranfeendentes a circulo 
pendentes ex aequatione ope differentiationis tollentur , uti 
cx his exemplis intelligetur. 

I. Sit y — a Afin — ; erit dy — — — 

a V(aa — xx). 

n. Sit ^ = /JCof^-: erit — = cof— , & 

X a x 


XX 

cof*= y - : 


feu 


20 6 CAPUT IX. 

dy xdy +ydx r y r 

— — fin— . At cum fit 

x 

. _ y V (aa — yy ) 

erit fin — — - — • 

x a ' x a 

quo valore fuhflituto habebitur 
d y (ydx — xdy) V (an — vy) 

a nxx 

xxdy = (ydx — xdy ) </ ( an — yy ) 

III. Sit y = m fin x -f- n cof x , erit poft differentiatio- 

jicm primani dy =zmdx cofx — ndxCin x: quae denuo dif- 

ferentiata pofito dx conflante dabit 

ddy — — mdx 2 fin x — ndx 2 cof x , 
haec autem per primam divifa dat 
ddy 

~y — — dx 2 feu ddy -\-ydx * = o , 

ex qua non folum finus & cofinus , fed etiam conflantes m 
& n evanuerunt . 

IV. Sit y = fin/af; erit A fin/ = Ix , unde per dif- 

ferentiationcm fit — — =: — • quae fumtis quadra- 

• j , y(t—yy) * 

tis dat xxdy — dx 2 — yydx * , haecque pofito dx conflan- 
te ulterius differentiata praebet , 

2 xxdyddy -f- zxdxdy 2 = — lydx 2 dy 
feu xx ddy -f- xdxdy -f- ydx 2 = o . 

V. Sit y = ae fin nx , erit differentiando 

dy — mae m * dx fin nx -f- nae m * dx cof nx , 
quae per propofitam divifa dat 
dy ndx co(nx , 

— — mdx -) r; mdx + ndx cot nx . 

y hn nx 

Erit erso A cot 


( dy 
\nydx 


dx conflante differentiata dat 


m \ . 

— \=snx. Quae aequatio pofito 

ndx 
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j r.dxdy 1 — nydxddy 

mmyydx 1 -f- nnyydx ! — ; mydxdy 


fea ( mm + mi )yydx '■ — 2 mydxdy = dy 1 — yddy . 
Perfpicuum igitur eft , etiamfi in aequatione differentiali nul- 
lae quantitates tranfeendentes infint , eam tamen ex aequatio- 
ne finita oriri potuifle , quae a quantitatibus tranfeendentibus 
utcunque fit affefda. 

296. Quoniam igitur aequationes differentiatas live pri- 
mi fi ve altioris gradus, quae duas variabiles x 8c y conti- 
nent , ex aequationibus finitis oriuntur ; iis etiam relatio in- 
ter binas iftas variabiles exprimitur. Propofita fcilicet aequa- 
tione diflcrentiali quacunque binas variabiles x Sc y comple- 
ftente , ea fignificatur certa quaedam relatio inter * & y , 
qua y fit fu n ilio quaedam ipfius x. Hinc natura aequationis 
diflerentialis perfpicitur, fi loco y ea ipfius x funilio affignari 
poterit, quae per aequationem illam indicatur; feu quae fit 
ita comparata , ut fi ea ubique loco y , eiufque differentiate 
loco dy y atque eius altiora clifferen ti.ilia loco ddy , d 3 y, 8c c. 
fubftituantur , aequatio refultet identica. In huius autem fun- 
flionis invefligatione vertatur calculus integralis , cuius finis 
eo tendit, ut propofita aequatione differentiati quacunque, 
lunilio illa ipfius x , cui altera variabilis y eft aequalis , defi- 
niatur; feu quod eodem redit, ut aequatio finita inveniatur, 
qua relatio inter x Sc y contineatur. 

2^7. Si exempli gratia proponatur aequatio haec 

lydy — adx — ■ — 1- xdx = o 

a 

ad quam fupra §. 288 pervenimus, eiufmodi relatio in- 
ter x Sc y ea definitur , quae fimul hac aequatione finita 

X 

y 1 — ax = bbe a continetur . Cum igitur hinc fit 


yy — ax + bbe “ , patet V ( ax + bbe “ )=y 

eam 
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eam ciTc funftionem ipfius *, cui variabilis y vi propo- 
litaa aequationis differentiatis fit aequalis. Namque fi in 

.r 

aequatione loco yy , hunc valorem ex 4 * bbe a Sc loco 

bb — . . 

zydy eius tlifferentiale adx -\ e a dx fubfiituamus , orie- 

a 

tur aequatio iJentica : 

bb - bb dL 

edx 4" — e “ dx — adx — xdx e a dx 4* xdx — o . 

a a 

Sicque patet omnem aequationem difierentialcm aeque ac fini- 
tam certam relationem inter variabiles * Si y exhibere , 
quae autem line fubfulio calculi integralis reperiri nequeat. 

298. Quo haec facilius inteiligantur , ponamus cogni- 
tam efle eam fun&ionem ipfius x, quae ipfi y vi cuiufcunque 
aequationis differentialis live primi live ahioris gradus, con- 
veniat y fitque 

dy — pdx • dp~ qdx ; dq = i dx ; 8 cc. 
atque fi in aequatione dilferentiale dx afliumum fit conflans, 
erit ddy — qdx , d y = rdx , Si c. qui valores poflquam in 
aequatione erunt fubftituti , ob omnes eius terminos homoge- 
neos, dilferentialia dx per divifionena evanefeent, orieturque 
aequatio finitas tantum quantitates * , y , />, q , r, Si c. eom- 
plettens. Cum igitur fint p , q, r, Scc. quantitates a natura 
Junctionis y pendentes, aequatio revera tantum inter duas va- 
riabiles * 8 c y fubfiftet ; ficque vicifiim confiat , omni aequa- 
tione diflerentiali certam quandam relationem inter variabiles 
x Si y determinari . Quamobrem fi in folutione cuiufvis pro- 
blematis ad aequationem differentialem inter x Sc y pervenia- 
tur, per eam aeque relatio inter x exprimi cenfenda eft, 
ac fi ad aequationem finitam eflet perventum. 

299. Hoc igitur molo aequatio quaevis differentialis 
ita ad formam finitam reduci poteli, ut in ea nonnifi quanti- 
tates 
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cites finitae contineantur, differentialia autem feu infinite par- 
va prorfus excedant. Cum enim: fit y certa iunftio ipfius x , 
fi ponatur 

dy—pdx) dp — qdx' dq-=.rdxr y &c. 
quodcunque differentiale fuerit confiatis acceptum, differentia- 
lia fecunda & altiora per potefiates ipfius dx exprimentur, 
quae deinceps per divifianem penitus tollentur. Ut fi propo> 
neretur, haec aequatio 

xyd ' 3 y -f- xxdyddy -f yydxddy — xydx> s=o 
in qua dx ponitur conflans; facio 

dy —pdx y dp = qdx , & dq-—rdx y 
ea abibit in 

*yr+xxpq+yyq — xy=zo y . 

poftquam fcilicet tota aequatio per dx ! eft divifa. Haecque 
aequatio finita relationem inter * & y determinat. 

300. Omnes ergo aequationes differentiales , cuiufcunque 
fint ordinis, his fubftitutionibus 

dy~pdx\ dp — qdx) dq — rdx ; &c. 
ad meras quantitates finitas reducuntur. Atque fi aequatio dif- 
ferentialis fuerit primi ordinis, ita ut differentialia prima eam 
tantum ingrediantur , per illam reductionem praeter variabiles 
y 8 c x infuper quantitas p introducetur. Sin autem aequatio 
differentialis fuerit fecundi ordinis continens differentialia fe- 
cunda , praeterea quantitas q ; ac , fi fuerit differentialis tertii 
ordinis , introducetur infuper quantitas r , ficqne porro . Quo- 
niam igitur hoc modo differentialia prorfus ex calculo exter- 
minantur, ratio illa differentialis conflantis penitus ceffat; ne- 
que amplius , etiamfi infmt quantitates q , r , ex differentiali- 
bus fecundis oriundae , opus erit indicare , an quodpiam- diffe- 
rentiale confians fit aflumtum . Perinde enim eft , utrum in 
evolutione aliquod differentiale pro lubitu confians ftatuatur, 
an nullum. 

30 x. Si igitur aequatio differentialis fecundi vel altio- 
ris gradus proponatur, xu qua nullum differentiale primum 

Dd con- 
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conflans efie afTuintum perhibetur, hoc modo flarim explorari 
poterit , utrum ea determinatam relationem inter variabiles x 
& y contineat , nec ne. Quia enim nullum differcntiale con- 
flans aflumitur, in arbitrio noltro relinquitur, quodnam dif- 
ferentiale conilam ponere velimus ; hincque tantum erit difpi- 
ciendum , utrum diverlis differetuialibus conllantibus politis 
aequatio eandem relationem inter * & y exhibeat. Quodfi 
non eveniat , certum efl lignum , aequationem nullam deter- 
minatam relationem exprimere , ideoque in folutione nullius 
problematis locum habere pofle. Tutillimus autem modus li- 
mulque facillimus hoc explorandi erit is ipfe , quem fupra in 
iimili negotio pro expreflionibus differentialibus ahiorum or- 
dinum , num fixos habeant fignificatus , dignofcendis tradi- 
dimus. 

302. Propoli ta ergo huiulinodi aequatione differentiali 
fecundi altiorifve ordinis, in qua nullum differentiale conflans 
fit pofitum , llatuatur differentiale dx conflans; deinde haec 
aequatio , uti fupra de exprelfionibus dilfcrentialibus oftendi- 
nius, iterum reducatur ad eiufmodi formam, quae nulluna 
differentiale conflans fupponat , itaruendo fcilicet 

ddy lo^ 0 ddy ; 


Sc d*y' 


3 ddxddy 

dx 


+ 


dx 
idyddx 1 
dx ‘ 


- loco 

dx 


&c. 

Quo fa£lo difpiciatur, utrum aequatio hoc modo refultans 
conveniat cum aequatione propofita ; quod fi eveniat , aequa- 
tio propofita determinatam relationem inter x y complc- 
£letur ; fin autem fecus accidat , aequatio erit vaga, neque 
definitam rationem inty variabiles x ik y exprimet : quemad- 
modum hoc iam ante fufius efl demonflratum . 

303. Sit, quo hoc plenius explicetur, haec aequatio 
propofita , quae nullo dificrentiali conflante pofito reperta 
clle perhibeatur. 
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Vdi ix -f- Qddy 4" R</* : -f- Sdxdy -f- Tdy : = o . 

Finiatur dx conflans , atque ea tranfibit in hanc : 

Q ddy + R dx 1 4- Sdxdy + Tdy' = o . 

Ex hac nane iterum confideratio differcntialis conflantis exua- 
tur modo ante praeferipto , & obtinebitur : 

— 4“ Q ddy 4* R dx * 4* Sdxdy 4* Tdy ! = o , 

quae , quoniam a propofita tantum ratione primi termini dif- 

Qdy 

crepat, videndum efl, utrum fit P =s — .Quod fi depre- 

hendatur, aequatio propofita fixam relationem inter x Sc y 
exhibebit , quae per regulas in calculo intcgrali tradendas re- 
perietur, quodcunque differentiate primum conflans accipiatur. 

r . Qdy . 

fieri nequeat P= - — , aequatio propofita erit 


At , fi 


impoffibilis . 

304 . Nifi igitur haec propofita aequatio: 

P ddx 4" Qddy + R dx ’ 4* Sdxdy 4" Tdy' = o 
fit abfurda , necefle efl ut fit P dx -h Q dy = o , quod duplici 
modo evenire potefl : vel enim a£lu erit 

Q , dy 

P zz — * , feu aequatio Vdx 4 - Q dy ~ o 

ldentica ; vel erit P dx 4- Q dy = o ipfa illa aequatio differen- 
tialis primi gradus , ex cuius differentiatione propofita efl 
orta : quo pofleriore cafu aequatio P dx 4“ Q dy = o congruet 
cum propofita , eandemque relationem inter x & y continebit , 
fteque fine auxilio calculi integralis haec relatio erui poterit. 
Cum enim fit P dx 4- Q dy = o , erit differentiando 
P ddx 4* Q ddy + dPdx 4- dQdy — o , 
quae ab aequatione propofita fubtrafta relinquet : 

R dx 1 4" Sdxdy -f* T dy’=z dPdx 4" dQdy , 

Dd 2 Cum 
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Cum autem fit dy — ~ — , differentialia prorfus extingai 

f >o terunt , nafceturque aequatio finita inter x & y earum rc- 
ationem indicans. 

305. Ponamus in folutione problematis nullo differen- 
tiali conflante affumto perventum efle ad hanc aequationem : 
X 3 ddx + xxyddy — yydx 1 ~f~ xxdy ' + aadx 1 — o . 

Erit ergo , cum aequationem abfurdum non continere con- 
flet : x 3 dx -f" xxydy = o , feu xdx -\-ydy — o : 

cuius drfferentiale erit 


x * ddx + xxyddy -J- 3 xxdx 1 -f- a xydxdy + xxdy ! — o 
quae aequatio a propofita fubtrafta relinquit : 

aadx 1 — yydx 1 — %xxdx 1 — 2 xydxdy = o , feu 
aadx — yydx — 3 xxdx — - ixydy = o . 

Cum autem fit 

xdx -f- ydy — o j erit ixydy = — 2 xxdx • 
ideoque 

aadx — yydx — xxdx = o feu yy -f- xx = cra \ 
quae aequatio veram relationem inter * & y exprimit , fi- 
quidem ea confentit cum differentiali primum inventa 
xdx -(- ydy = o . Qui confenfus , nifi fe manifeflaffet, aequa- 
tio propofita pro impoflibili effet habenda ; cum autem hoc 
cafu locum habuerit, aequationem finitam xx-f-yy — aa fine 
calculo integrali elicere licuit. 

30 6. Ut vero etiam exemplum aequationis impoffibilis 
afferamus , propofita fit haec aequatio : 

yyddx — xxddy -j-ydx 3 — xdy * -f- adxdy — o , 
in qua nullum differentiate conflans fit aflumtum. Foret ergo 
yydx — xxdy = o , ideoque differentiando 

yyddx — xxddy -f- lydxdy — ixdxdy — o , 
quae propofitae aequalis pofita dabit : 

ydx * — ■ xdy * 4- adxdy = lydxdy — ixdxdy . 
r; ■ - ' ' Cum 
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Cum vero fit 


* r 3 

yydx 

dy — , extiugueodis differeutialibus obti- 


nebitur : 


y-y - 1 

y X 3 
«3 _ 


+ -ZL = Z 2L 


feu 


ayy ty J 

xx xx x 

y 3 + **y = 2 xyy — 2 xxy, 
quae utrum cum differentiali yydx — xxdy — o confentiat , 
eam differentiando , facile patebit , fiet enim .* 

3 xxdx — lyydy -J- axdy -\-aydx —*yydx + 4 xydy — 2 xxdy — 4 xydx 

f eu — * xx + ay — z sy W 

dx lyy — xx + 4 * y — 2xx' 

d y y y 

at ex illa eft — = — , foretque ergo 
dx xx 

3*« + 4 x 3 y + axxy = ly « + 4 *y l — «XfJ 

r 3 y* + 4 *S 3 — 4 * J y— 3 * 4 

lcu xxy — ; 

x+y 

— Jy 3 + xyy — xxy — ■ 3*2 . 

Verum ex aequatione finita primum inventa eft 
axy ~ y 3 +- 2 xyy — 2 xxy — *3 , 
quae ab ifta fubtra&a relinquit : 

0 = 2 y 3 — xyy + xxy — 2x 3 , quae refolvitur in has : 
o=sy—x- f & zyy -{-yx + 2xx — o. 

• . • «i» yydx 

Quarum illa y — x quidem cum differentiali dy = 

conftare potcft, at vero aequationi finitae primum inventae 
adverfatur, nifi ftatuatur a—o , vel nifi utraque variabilis 
x & y conflans ftatuatur, quo quidem cafu ob dx = o & dy=o 
omnibus aequationibus differentialibus fatisfit, aequatio propo- 
fita fubfiftere nequit . 

307. Confideremus nunc etiam aequationes differentiales tres 
variabiles x ,y , & z involventes , quae erunt vel primi , vel 
fecundi , vel altioris gradus . Ad quarum naturam fcrutandam 

no- 
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notari oportet, aequationem finitam tres variabiles comple- 
fteutem determinare relationem , quam unaquaeque ad binas 
reliquas teneat; definitur ergo, qualis functio fit z ipfarum 
x Sc y. Quemadmodum igitur aequatio huiufulodi finita re- 
folvitur , fi reperiatur qualis fun£tio ipfarum x Sc y loco z 
fubftitui debeat , ut aequationi fatisfiat , ita quoque aequatio 
difiercntialis tres variabiles comple£tens determinabit , qualis 
funftio una fit reliquarum; ifque huiufmodi aequationem re- 
folvifle cenfendus eft , qui indicaverit eana binarum variabi- 
lium a: & y functionem , quae loco tertiae z fubftituta aequa- 
tioni (iitisfaciat , feu eam identicam reddat. Aequatio ergo 
differentiatos refolvitur , ft vel funflio ipfarum x Sc y va!o- 
rem ipfius z exhibens definiatur, vel aequatio finita afligne- 
tur , qua idem debitus ipfius z valor exprimatur . 

308. Quanquatn autem omuis aequatio differentiatos, 
duas tantum variabiles compleflens, femper determinatam re- 
lationem inter eas exprimit ; tamen hoc non femper evenit 
in aequationibus differentialibus trium variabilium. Dantur 
enim eiufmodi aequationes , quibus plane nullo modo fatisfie- 
ri poterit , quaecunque funftio ipfarum x 8 c y in locuni 
ipfius z fubfti tuatur . Uti fi propofita fuerit haec aequatio 
zdy ~ydx facile patet, nullam prorfus dari funflionem ipfa- 
rum x 8c y, quae loco z fubftituta reddat zdy — ydx , diffe- 
rentialia enim dx & dy nullo modo extinguentur . Simili 
modo apparet nullam dari functionem ipfarum x 8 c z , quae 
loco y fubftituta eidem aequationi fatisfaciat . Quaecunque 
enim pro y concipiatur funftio ipfarum * & z, in eius dif- 
ferentia li dy ‘ineft dz , quod quia in aequatione non ineft, 
deftrui non poterit . Hancobrem nulla aequatio finita inter 
x,y , 8 c z dari poteft, quae aequationi differentiali zdy =zydx 
conveniat . 

30 p. Hinc aequationes differentiales tres variabiles con- 
tinentes diftribui oportet in imaginarias & reales. Huiufmodi 
autem aequatio erit imaginaria feu abfurda, cui per nullam 

aequa- 
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aequationem finitam fatisficri potell , cuiufmodi erat illa 
xdy—ydxy quam modo confideravimus . Aequatio autem erit 
rea lis , cui aequivalens 'aequatio finita exhiberi potefl, quod 
evenit , fi una variabilis aequalis fit certae cuipiam functioni 
binarum reliquarum. Cuiufmodi eft haec aequatio: 
zdy + ydz — xdz + *dx -f- xdy -f- ydx 
congruit enim haec cum illa aequatione finita : 

xy 

yz — xz + xy fitque z — . 

Iflud ergo difcriruen inter huiufinodi aequationes imaginarias 
& reales diligentiffime efl obfervandum ; praecipue in calculo 
integrali , quia ridiculum foret , cuiufpiam aequationis diffe- 
rentialis velle integralem , hoc eft aequationem finitam fatis- 
facientem quaerere, quae plane nullam habeat. 

310. Primum igitur patet, omnes aequationes differen- 
tiales trium variabilium , in quibus tantum binarum differen- 
tialia occurrant, effe imaginarias & abfurdas. Ponamus enim 
in aequatione , quae contineat variabilem z , tantum ineffe 
differentialia dx & dy , differentiale autem dz prorfus abeffe ; 
atque manifeftum erit nullam exhiberi pfle funflionem ipfa- 
rum x 3 c y, quae loco z fubftituta aequationem identicam 
producat ; differentialia enim dx & dy nullo modo tolentur. 
His ergo cafibus omnino nulla datur aequatio finita fatisfa- 
ciens: nifi forte eiufmodi relatio inter x & y afTignari queat, 
quae quicquid fit z fubfiflere poffit, uti fit in hac aequatione : 
zdy — zdx—ydy— xdx , 

cui fatisfacit aequatio y — x. Facile autem invefHgatur, qui- 
bus cafibus hoc eveniat , quaerendo relationem inter x & y 
primo fi z=o, & tum an ifla relatio aequationi pro quo- 
cunque ipfius z valore fatisfaciat. 

31 1. Neque vero folum aequatio tres variabiles invo- 
lvens efl abfurda , fi duo tantum continet differentialia , fed 
etiam fi in ea omnia tria differentialia occurrant, talis effe 

po- 
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poterit. Quos cafus ut evolvamus , ponamus P & Q e (Te 
luncliones ipfarum x & y tantum , atque haberi hunc aequa- 
tionem 

dz — Pdx + Qdy , 

quae fi non efl abfurda , erit z funClio quaepiam ipfarum 
x & y , cuius differentiale fit 

dz = pdx -f- qdy , eritque P = p & Q = q . 

At fupra demonflravimus pdx -{-qdy non e fle pofle diflerentia- 

le cuiufquam funftionis ipfarum at & y, nifi fit ) == (^)> 

denotante, uti ante affumfimus o differentiale ipfius p 

pofita fola y variabili , per dy divifum , atque eo differen- 
tiale ipfius q , pofita fola x variabili , divifum per dx . 
Quocirca aequatio dz = Pdx -f- Qdy realis elfe nequit , 


- * O = (£)■ 


<dy 

312. Similis omnino erit ratio huius aequationis 
dZ = Pdx + Qdy 

fi Z denotet funftionem quamcunque ipfius * , P vero & Q 
fint fun&iones ipfarum * Sc y , tertiam variabilem z non 
complectentes . Ut enim Z aequalis fieri pofTit funftioni 

ipfarum x 8 c y y neceffe efl ut fit ^ — h° c 

ergo criterio aequatio differentialis quaeque propofita, quae 
quidem in hac forma generali contineatur , diiudicari potefl , 
utrum fit realis an abfurda. Sic patebit hanc aequationem 
zdz =ydx -f- xdy e(fe realem , nam ob 

P =y & Q=*, fit 


(£)=■=(£)='• 


Haec vero aequatio *zdz — yydx + xxdy efl abfurda , 

fit 
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& 


x ; qui valores fime 


fit enim (~) = ^ 
inaequales . 

313. Ut autem criteriunr latiflirae patens inveftigemus , 
fint P , Q , 5c R funftiones quaecunque ipfarum #,7, & z j 
atque omnis aequatio differentiatis trium variabilium, fiqui- 
dem fit primi gradus , continebitur in hac forma : 

P dx -f- Q dy -f- R dx— o» 

Quoties ergo haec aequatio eft realis, z aequabitur funftioni 
cuipiam ipfarum * Ik y ; eiufque adeo differentiale erit huius 
formae dx—pdx + qdy. Quare fi in aequatione propofita i fla 
funftio ipfarum * & 7 loco z, & pdx-\-qdy loco dx. fubfti- 
tuatur, necefle eff , ut prodeat aequatio idcutica 0 — 0. At- 

P dx Qdy 

que cum ex aequatione propofita fiat: dx — — — , 

fi in P , Q , & R valor ille loco z fubftituatur , necefle 
P _ Q 

” R’ 


eft ut fiat 


P — R » & * 1 
314. Quoniam vero eft dx = pdx + qdy , erit per 

ante demonftrara (£>=(£)• c - igitur fubftituto 
loco z ipfius valore in x & y fit 

= _Q, 


P- ^ Si 


q R ’ 

RdP 4 - P</R\ 

.d y ) V '~RRdy ' 

r ?l\_( R^Q + Q/R\ 

RR</* / 

ideoque habebitur per RR multiplicando haec aequatio : 

E e ubi 


ent 


& 


(?,)-(■ 

m=(- 


1 
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ubi denominator» dy & dx iterum indicant , in differentiali- 
bus numeratorum eam folam quantitatem variabilem aflumi 
debere, cuius differentialc denominatorem conftituit. Haec 
autem differentialia dP , dQ, dK ante cognofci non pofluut, 
quam in ipfis quantitatibus P, Q, & R valor debitus loco 
z fuerit fubftitutus, qui autem cum iit incognitus., fequenti 
modo erit procedendum. 

315. Quia P, Q, & R funt funftiones ipfarum *,/, 
•& z y ponamus 

dP = adx 4" &dy 4" ydz 
dQ = Sdx + edy + Cdz 
dK — i]dx + Qdy 4* /dz 

ubi fl, 6, J,8, t y & c. denotant eas funSiones, quaeexdit 
ferentiatione oriuntur. Concipiamus nunc loco z ubique eius 
valorem in x 8 c y expreflum fubiiitui, $c loco dz , ponamus 
valorem pdx + qdy; fietque 

dP =(a + v>)dx + (€ + }q)dy 
d(l=(8 + Zp)dx + (e + t q )dy 
JR = (H + tp)dx + (0 + iq)dy. 

Ex his ergo valoribus erit : 

(^)=e+„ ; (^)=1 + * 
(s^)=«+M ; (^)=*+»* 

315. Cum igitur ad realitatem aequationis requiratur, 
ut iit: 

fiet fi inventi valores fubftituantur: 

P(0 4 -/ f )-R(^ 4 -^)=Q(»l 4 -i/>)-R(^ 4 -^). 

At ante invenimus efle p — — 5- & a = — Q. 

r R . 7 R 

qui 
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qui valores, cum differentialia non amplius in computum 
veniant , adhiberi poterunt , etiamft loco % eius valor in x 
& y non fubftituatur . Eritque ergo 

P0 — ^ - KS + Q? =» Qj? — — r<j + p: 

feu oss p(c — d)+QXn — y<) + K(S~~ 8 ). 

Quia autera quantitates o, <J , y, t) , 0 , per differentia- 

tionem inveniuntur , erit fuperiori notandi modo adhibito : 

Quae proprietas , nifi- in aequatione locumi habeat , aequatio 
*on erit realis, fed imaginaria & abfurda. 

317. Quanquam hanc regulam ex confideratione varia, 
bilis x elicuimus , tamen quia omnes quantitates aeque ingre- 
diuntur , manifeftum eft , & reliquarum confideratione , ean- 
dem expreflionem prodituram fuifle. Propoiita ergo aequatio- 
ne diflerentiali primi gradus , quae tres variabiles involvat , 
quacunque , flarim diiudicari poterit utrum fit realis an ima. 
ginaria. Comparetur enim cum hac forma generali: 

P</*-f-Qd^-|-Rd*s=o , 
atque quaeratur valor huius formulae : 

/(£-£>+«(# -S)+»(£-2K 

qui fr fuerit = o , aequatio erit realis , lin autem non fuerit 
=0 , certum hoc eft fignum , aequationem effe imaginariam, 
feu abfurdam. 

318, Aequatio propofita per divifionem quoque femper 
ad huiufmodi formam reduci poteft : 

P dn + Qdy + dx — o , 

in quam , cum prior abeat fi fiat R = 1 criterium fimpli* 
«ius exprimetur , hoc modo : 

<£)-*(£)+(£)-(§)=«• 
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Quoties enim haec expreflio revera nihilo aequalis reperitur, 
toties aequatio propofita erit realis ; fin autem contrarium 
eveniat, aequatio erit imaginaria. Pofterius quidem ex iis, 
quae demonftravimus , e fi certum ; de priori autem adhuc du- 
bitari pofTit, utrum aequatio fempcr fit realis, quoties quidem 
hoc criterium id indicat. Quod cum hoc loco pleniflime de- 
monftrari nequeat , fed in calculo demum integrali demon- 
firatione confirmari poflit , hic tantum id affirmamus; neque 
autem periculum inde efi metuendum , fi quis tantifper de 
cius veritate dubitare voluerit. 

3151. Ex hoc ergo criterio primum patet, fi in aequa- 
tione Pdx-\-Qdy + Rdz=o , 

fuerit P funflio ipfius x, Q funflio ipfius/, & R funflio 
ipfius z tantum , aequationem femper fore realem . 

Pit enim 



idcoque tota expreflio criterii fponte evanefeet. 

320. Si fuerit ut ante P ipfius x, & Q ipfius / fun- 
flio tantum, R autem funflio quaecunque ipfarum x, & 
z , aequatio erit realis fi fuerit : 


Sic fi propofita fuerit haec aequatio: 

2 dx idy x'y^dz 
— H 1 = 0 - 


Quia hic efl 


p = i 

x 


<2=3. 


& 




I 


hinc 
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hinc 


/ \ ixy 3 

\d^J ~~ 


atque 


(f> 


ixx/y 

v<> 


erit 


• ~ / ^R\ ~ /</R \ &xyy . , 

u p (^r) =Q -( ldeoque ae<luat10 F °' 

pouta erit realis . 

321. Si fuerint P & Q. funfliones ipfarum * & /, at 
R funflio ipfius z tantum , ob 

/dP\ 




^jp 


*l\-r**\ 

dy)~\dx)' 


Haec 


rum x 


aequatio erit realis fi fuerit 

eadem vero conditio requiritur, fi Pdx-\-Qdy debeat e (Te dif- 
ferentiale determinatum , feu ex difierentiatione cuiufpiam 
funflionis finitae ipfarum x Sc y ortum. Hucque redit quod 
fupra §. 312 iam obfervavimus , aequationem dZ = Pdx -f- Qdy, 
fi Z fit funflio ipfius z tantum at P & Q funfliones ipia- 

&/, realem cfle non pofle, nifi fit (~j ~ ^ ■ 

Ambo autem ifli cafus inter le prorfus conveniunt : nam 
loco R dz , fi R efl funflio ipfius * tantum , poni poteft 
<j' Z exiftente Z funflione ipfius z. 

322. Ut hoc criterium inventum exemplo illufiremus, 
confideremus hanc aequationem : 

( 6xy ’ z — 5 yz 3 ) dx + ( 5 * ‘yz — 4x2 . 3 ) dy 
+ (4-v * y ‘ — 6xyz ')dz — o , 

qua cum forma generali comparata fit : : . . - , 

\ . / </P \ 

P =_6xy'_z — $>* 2; f — ] = izxjrz — 

/ dP \ : 

/d Q\ ! 

%x'yz— 4*z 3 ; * f 1 — ioxyz — 4 z'; 
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R = 4x’>'— tfT/x'; (—) = $x/'— 6 s*'i 
/ dK\ „ 

\i;)~ Sx 'y- m6xzt ' 

His inventis valoribus aequatio iudicium continens erit haec: 
+ ( 6 xy'z — 5 yz') ( — ixxy — 6 xzz) 

+ (5*’/s — 4** 1 ) ( 2 *yy + ?/** ) 

+ (4 x*y t — 6 xyx t ) (:*/z — * 3 ) = o. 

Haec autem expreffio fi evolvatur , omnes termini aftu fe mu- 
tuo definiunt, fitquc 0 = 0, quod indicat aequationem pro- 
pofnam effe realem. 

323. Quando autem expreflio hoc modo ex criterio 
eruta non evanefcit , tum id lignum efi aequationem propoli- 
tam efle imaginariam. Quoniam vero hoc pafto ex criterio 
aequatio finita invenitur, ea, fi quidem aequationi differen- 
tiati conveniat, fimul relationem indicabit, quam variabiles 
inter fe tenent. Atque hoc modo ii cafus, quorum fupra me- 
minimus (310), evolvuntur. Sit enim propolita ifia aequatio: 
(z — * ) dx + (j — *)dy — Oy 
fiet P = x — x; Q —y — */ & R = o, 

pono (§) = -. & (£)"=“*• * 

Aequatio iudicium exhibens fit — Q. ^ ^ 

feu * — x = * — y ; unde fit y = x . 

Quoniam igitur hic cafu evenit, ut aequatio _y=* fimul 
aequationi differentiati fatisfaciat, dicendum efi propofitam 
aequationem nil aliud fignificare, nifi effe /=«. 

J*4- 
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324. Propofita ergo aequatione differentiali tres varia- 
biles continente: P</x + Q</y +• Rdz = o , tres confide- 

rancii erunt cafus fequentes , ad quos Itaec aequatio deducit : 
IdO d\ R.\ , _ (dK dP\ , „ /dP dQ\ 

p U~t) + ) + R (rrw = °; 

Primus eft li haec expreflio revera fit — o , tumque aequati» 
propofita erit realis. Sin autem haec aequatio (inita non (it 
identica, tum difpiciendum eft , utrum ea aequationi propo li- 
tae fatisfaciat : quodii evenit, habebitur aequatio finita , qui 
e fi cafus fecundus. Tertius autem cafus locum habet, fi ae- 
quatio finita cum propofita differentiali fubfiftere nequeat , at- 
que tum aequatio propofita erit imaginaria : neque enim ulla 
aequatio finita exhiberi poterit, quae ipfi fatisfaciat. 

323. Cafus primus ac tertius per fe funt perfpicui , fe- 
cundus autem , etfi rariffime occurrit , probe tamen notari 
meretur : Sc cum eius exemplum iam fupra in aequatione , 
quae duo tantum continet dilferentialia , exhibuerimus , etiam 
aequationem afferamus, in qua omnia tria dilferentialia infint: 
( * — y ) dx + xdy + (y — z ) dz = o . Erit ergo : 


■r> «■ (2)- 
; (©-. 
*='—:> (£)=- 


(|)= 

ah 

ah' 


fietque 


unde aequatio finita criterium continens evadet : 

* — x — y — o , feu z=x + y 
fubfli tuatur hic valor pro z in aequatione differentiali 
xdx-\-xdy — *(</* + dy) = o ; 
quae aequatio , cum fit identica , fequitur aequationem diffe- 
rentialem nil aliud fignificare, nifi z = x-f -y. 

32 6. Quoniam diximus omnes aequationes differentia- 
les primi ordinis , in quibus tres variabiles infunt contineri 
in hac forma P</*+Q</^+R</z=o , 
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dubium hic nafci poterit circa eas aequationes , in quibus dif- 
ferentialia prima duas plurefve dimenliones conftituunt , cuiuf- 
modi eft haec : 

Pdx ’ -f- Q7y 1 + 1 — iSdxdj/ -f- 2 T 'dxd» -f-*V d.ydz . 

Verum de huiufinodi aequationibus notandum eft , eas nullo 
modo reales elle polle, nili habeant divifores prioris formae, 
qui propterea aequationes fimplices conftituent. Cum enim 
ex hac aequatione fiat: = 

- T dxffdy±/(dx 1 (T 3 -PR)+ idxdy(TV+ RS) f dy' (V * -QR)) 

R 

facile patet z fun&ioni cuipiam ipldrum x &r /, feu da hu, 
iufmodi expreftioni pdx+qdy aequale fieri non pofle-, nili 
'quantitas irrationalis evadat rationalis , quod eveniet 1] fuerit : 
(T* — PR) (V* — QR) = (TV + RS)* 

PVV -f 2STV + QTT 

PQ— • SS . : . 

Nili ergo haec aequatio finita ipli aequationi propofitae fatif- 
laciat, haec erit imaginaria. 

327. Superedet ut m laoe Capite quoque aequationes 
differentiales altiorum ordinum , qua<e tres variabiles comple- 
fluntur , perpenderemus , calufque definiremus , quibus eae vel 
reales vel imaginariae evadunt; verum quia criteria nimis 
fierent intricata, hunc laborem hic praetermittimus , praefer- 
tim, cum ex i i filem fontibus, quos hic aperuimus, fequan- 
tur. Ceterum (i in. calculo integrali his criteriis erit, opus, 
tum ea facile erui poterunt. Ob ealidem caufam hic quoque 
aequationes, quae plures variabiles complectuntur, non con- 
templamur , cum fere nunquam occurrant , atque , fi unquam 
occurrerent , ex principiis hic traditis fine negotio examinari 
pollent. Quare his expolitis Inftitutioni Calculi Diiferentialis 
hic finem imponimus progreffuri ad infignes ufus oftendendos, 
quos ifte calculus cum in ipfa Analyfi , tum in Geometria 
fublimiori affert. .1 . 


INSTITUTIONUM 

CALCULI DIFFERENTIALIS 

PARS POST ERIOR 


CONTINENS 


USUM HUIUS CALCULI IN ANALYSI 

FINITORUM, NEC NON IN DOCTRINA 
SERIERUM. 


Ff 



2i7 

ffg -!— t l L^= - =T-r —i — "O 

CAPUT I. 

DE transformatione serierum. 


I. 


Um nobis propolitum fit ufum Calculi 
difTerentialis tam in univerla Analyfi, 
quam in doflrina de feriebus oftendere ; nonnulla fubfidia ex 
Algebra communi , quae vulgo traflari non folent , hic erunt 
repetenda. Quae quamvis maximam partem iarn in Introdu- 
Uione fumus complexi , tamen quaedam ibi funt praetermifla, 
vel Audio quod expediat ea tum demum explicari , quando 
neceflitas id exigat , vel quia cunfla , quibus opus fit futu- 
rum , praevideri non poterant . Huc pertinet transformatio 
lerierum , cui hoc Caput deftinavimus , qua quaevis feries in 
innumerabiles alias feries tranfmutatur , quae omnes eandem 
habeant fummam communem , ita ut , fi feriei propofitae 
fumma fit cognita, reliquae feries omnes fimul fummari que- 
ant. Hoc autem capite praemilfo, eo uberius do&rinam le- 
rierum per calculum differentialem & iutegralem amplificare 
poterimus . 

2 . Confiderabimus autem potifiimum eiufmodi feries , 
quarum, finguli termini per potellates fucceffivas quantitatis 
cuiufdam indeterminane funt multiplicati : quoniam hae la- 
tius patent , maioremcuie utilitatem afferent . 

Ff 2 Sit, 
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Sit igitur propofita fequcns feries generalis , cuius fumniam. 


five fit cosnita live fecus . 


pon, 


amus 


— S , fitque 


Ponatur iam * = 


S = ax -f- bx 1 -j- at 3 + dx 4 4 ex s -f- 

y 


&c. 


— , & cum fit per feries infinitas 

1 +y 

+ y 3 — y* -f- y 5 — y 6 4^ &c- 

y 1 -f &c. 
* -f &c. 


a? =7 — y*~h y 1 — /‘•-f- — y" 

x'—y' — 2 y* -b jv * — 4y s + S )’'’ — °y : 

x 3 —y 3 — 3/ 4 + 6 y 5 — loy + I 5/ 7 — 2 1^ ' 

Ar 4 = v 4 4^ 5 +ioy 6 — 20/ 7 + 3 y * — 5 6y 4 + Scc. 

&c. 

lii valores fubftituti , ferieque fecundum poteftates ipfius y 
difpofita, dabunt S = ay] — ay 5 

+ b 


•f ay 
— 2 b 

+ f 


y 

Quoniam pofuimus x = — • — • erit 

1 +y 


— ay* • f- «y 5 &c. 

-f“ lb — 4 /’ 

-f- 6c 
~4 d 
+ e . 
x 

y—- 


~ 3 C , 

+ d 


1 — * 


quo valore loco y fubftituto , feries propofita 

S m ax 4 bx * 4“ cjv 3 “1” dx 4 4* ax 4 -f- &c- 
tranfmutabirur in hanc : 

S = a . (- ( b — d) *' . — 4. (f — - ■ lb 4 . a) — &c. 

i—* v '(1 — *)• + (»— *) s 

•in qua coefiiciens fecundi termini b — a eft differentia prima 
ipfius a ex ferie a , b , c , d , e , &c. quam fupra per A *■ 
expofuimus ; coefiiciens tertii termini c — 2 b -f- a ell diffe- 
rentia fecunda A 1 a- coefficiens quarti eft differentia tertia 
A &c. Hinc differentiis ipfius a continuis, quae forman- 

tur ex ferie a , b , c , d , e , &c. adhibendis propofita Series 
tranfmutabitur in hanc 


x 


-A "tf_|.&c. 


S = - Arti — A’/?!— — . 

I-A* (l-*) 1 (i-Ar) 1 (l-Ar) 4 

cuius ergo feriei fiimma habebitur, fi propofitae fumma fue- 
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4. Si igitur feries a, b y e, d , &c. ita fuerit compa- 
rata , ut tandem differentias habeat conflantes , quod evenit , 
ft eius terminus generalis fuerit funftio rationalis integra, 
x x 2 

tum feries poflcrior «+T r— A,j + &c. tandem 

1 — x ( x — x) * 

habebit terminos evanefeentes , ficquc eius fumma per expref- 
fionem finitam exhiberi poterit, ita fi feriei a y b y r, d, 
&c. differentiae primae iam fuerint conflantes, tum feriei 
huius: /t*-f-^ar*+raf 3 + </ar 4 + &c. fumma erit 

^ * 

== -»+7 r- A/». At fi illius feriei coefficientium 

1 — x ( 1 — x ) 3 

differentiae fecundae fiant conflantes , tum ipfius feriei propo- 
fitae erit 

1 — • x ( 1 — x)' ( 1 — *) 3 

Unde fummae huiufmodi ferierum ex differentiis coefficiea- 
tium facile invenientur. 

I . Quaeratur fumma huius feriei : 

ix + 3* '+ 5 * 3 + 7# 4 + s>* 5 + &c. 

Diff.I. 2, 2, 2, 2, &c. 

Cum ergo differentiae primae fint conflantes , ob < = 1 8c 
A a = 2 , erit feriei propofitae fumma 

X 2XX X ■!" XX 

I — x (1 — x)‘ (i-x)*' 

1 f. Quaeratur fumma huius feriei : 

1* -f 4*x -h px 3 + 1 6x 4 -f 2 5* 5 -f &«.. 

Diff.I. 3, 5, 7, p, tkc. 

Difl.II. 2 , 2 , 2 , &c. 

Quia itaque eft 

<*= 1 J . 4 " — 3 ; Ai "= 2 ; 

erit feriei propofitae fumma 

.v 3arar 2* 3 x -f- xx 

1 — -v (1 — *)’ (1 — *) 3 (1 -a ; 3 
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III. Quaeratur fumma huius feriet 

S = 4* + 1 5* ! +40*5 +85* 4 4 - i58at ? + 2 59 * 4 +&c. 
Diff. I. 11, 25, 45, 71, i °3 

Diff. II. 14 , 20 , 28 , 

Diff. III. 8, 8, 8 

Quia eft a — 4 ■ Aij=n; A 1 * = 14 ; A 1 a. — 6 \ 
erit fumma 

nxx , 14* 3 6 x 4 


3 2 


s = -*t_ + . 


+ 


five 


1 — At (r — At) 4 ' (1 — at ) 3 ( 1 — at) 4 ’ 

_ 4* — xx 4~ 4 ^ 3 — a: 4 *(i -h*x) (4 — *•) 

(1 — ac ) 4 (i — x ) 4 _ 

5. Quanquam hoc modo iftarum ferierum in infinitum 
progredientium fummae inveniuntur ; tamen ex iifdem princi- 
piis hae Series quoque ad datum quemvis terminum fummari 
poffunt . Propofita enim fit haec feries 

S = ax 4* bx 1 4" ex 3 4" dx 4 4" 4-o^% 

& quaeratur eius fumma , fi in infinitum progrediatur , quae 


x , 

erit = a 4- 


xx 


-A a 4 - 


X‘ 


A s a4- &C. 


I X (i At ) 3 ‘ (i At ) 3 

Nunc confiderentur eiufdem feriei termini poft ultimum ox* 
fcquentes , qui fint 

px" 4- qx" -+ 1 4- rx" -+ 3 4- sx" ■+« 4“ &c. 
cuius feriei , fi per x” dividatur , fumma , ut ante inveniri 
poterit; quae rurfus per x" multiplicata erit 
V 1 4-1 V." “+* %-*• “H 

P + T^ 7- &'p + 8c c. 

i — x ^ ( 1 — x) 1 " ( 1 — x ) 3 4 

quae fumma fi a totius feriei in infinitum continuatae fumma 

fubtrahatur , remanebit fumma portionis propofitae quaefita : S = 

TTi*- *' V) + 

&c. 

I. Quaeratur fumma huius feriei finitae, 

S = iAt 4" 2At : 4* 3 at 3 4- 4* 4 4" +nx " . 

Tam 
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Tam horam coefficientium , quam terminum ultimum fe- 
quentium quaerantur differentiae : 

1 , 2 > 3 > 4 5 &c * I »4*i, » 4*2 , »4* 3 , &c. 

*» 'I «; 

eritque <3=1, Aa=i,/) = n+i, A p = 1 } 
unde fumma quaefita efl ; 

s= t~; 0 —(«+ 0*") + 77* :* ~ fe» 


1 — .v 


S = 


(*—*)' 

x — (» 4" i)*" ■ + ' 4* »*" ~ t ' 1 
( 1 — ar)* 

II. Quaeratur fumma huius feriet finitae 

S e=s ix 4 " 4 * 16* 4 4 - 4 * »’*> \ 

Inveftigentur primum differentiae hoc modo : 


1 , 4 > 3», 

3 > S > 7 » 
”» 2 > 


&c. 


l(*4-0*»(»+ *• & c * 

2 » 4- 3, 2 » 4* 5 

z 

quibus inventis erit fumma quaefita S = 

( 1 - (»+ 0 * * •) 4-~p (3-( 2 «+3> *)+ ( -~7 ( 2 - 2 »"), 

+(2»n+2»-i)ar* *+* — nnx* "** J 

leu S = rr , 

• . ( 1 — *) J 

6. Quodfi autem feries propofita non eiufmodi habeat 
coefficientes, qui tandem ad differentias conflantes deducan- 
tur , tum tranfmutatio hic exhibita nihil confert ad eius 
fummam determinandam. Neque vero etiam eius ope fumma 
proxime definiri poterit commodius , quam per ipfam feriei 
propofitae additionem fieri licet. Si enim in ferie 
r ax 4* hx ’ 4* en 1 4* dx 4 4" &C. 

fuerit * < 1 quo folo cafu fummatio proprie fic di£ta locum 

ff 

habere potefl , erit >#, ideoque non feries minus con- 

I • — X 

vergit quam propofita. Sin autem in ferie propofita fuerit 


a =i tUm novae feriei omnes plane termini fiunt infiniti v 
quo ergo cafu ifla tranfinutatio nullius prorfus erit ulus . 

7 . Confideremus autem feriem , in qua figna +• Sc — 
alteruatim fe excipiant , quae ex praecedente deducetur ponen- 
do x negativum. Si itaque luerit 

S = tix — bx ■ -f- cx 5 — dx 4 f- ex 5 — &C. 
cuius feriei negativa oritur, fi in praecedente fiutuutur x ne- 
gativum . Sumantur ergo ut ante differentiae A a, A * a , A 3 <7, &c. 
ex ferie coefficientium a , b , c , d , e , &c. fignis ad folas 
jpfius * poteftates relatis, atque feries propofita transforma- 
bitur in hanc : S = 


X X A. . K A * A , „ 

— : — O — — — r — A a -f- — — - - A * a — — — — A’<j -f- &c. 

(1 +*) 1 (r-f *) 3 (1+*) 4 

unde perfpicitur aequationem propofifam iifclem cafibus fum- 
mari polle quibus praecedens. Scilicet fi feries a , b , c , d , &c. 
tandem ad differentias conflantes deducatur. 

8. Hoc autem cafu ifla transformatio commodam prae- 
bet approximationem ad valorem feriei propofitae : 
ax — bx* +• c* 3 —dx* ■+■ ex 5 — /x 6 + &c. 

ff 

quantufcunque enim * fuerit numerus , fraflio — ■ — fecundum 

1 . * 

cuius poteflates altera feries progreditur , fit unitate minor : 

atque fi fit *= 1, erit — - — = 7. Sin autem fit #<1 

i+x 

puta x~— fiet — ; — = — ; — , ideoque feries per transfor- 
« i+x n+i 1 r 

mationem inventa femper magis convergit quam propofita . 
Confideremus imprimis cafum , quo x — 1 , qui ad feries 
fummaudas ingens affert fubfidium , fitque 

S = a — b +c — d -f- e — f- f- &c. 
ac denotentur differentiae primae , fecundae & fequentes ipfius 
• , quas progreflio a , b , c , d , e , &c. praebet per 

A, 
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A a, A’ a , A 5 /; } 8 cc. quibus inventis erit 
S = r a — • ^ Aa -f- v A ; a — &c. 

quae nifi a 6 tu terminatur , fummam vero proximam fatis 
commode exhibet . 

p. Ufum igitur huius ultimae tranfmutationis , qua- 
fumfimus k = i , in aliquot exemplis oflendamu; , ac primo 
quidem in eiufmodi , quibus vera lumma finite exprimi po- 
tefl . Tales funt feries divergentes , quibus numeri a ,lf,c ,d , ikc. 
tandem ad differentias conflantes deducant , quarum fummae , 
cum recepto, huius vocis fignificatu , proprie non exhiberi 
queant , vocem fummae hic eo fenfu , quem fupra tribuimus , 
accipimus , ita ut denotet valorem* expreffionis finitae , ex 
cuius evolutione propofita feries nafcatur. 

I. Sit igitur propofita baec feries Lcibnituii r 

S — i — i + i — i + i i + Scc- 

in qua cum omnes termini fint aequales fient omnes diffe- 
rentiae =s o , ideoque ob a — i , erit S = i ► 

H. Sit propofita ifla feries: 

S = i — 2 + 3 — 4+5 — <*+&c- 
Diff. I. — i , i , l , i , r , & c. 

Cum ergo, fu a = i , Aa = i , erit S = { — i — i • 

III. Sit propofita baec feries : 

S = i — 3 + 5 — 7 + p — 8cc. 

Diff. I. = 2 , 1 y 2 , 2 , & C. 

Ob a=i&A fl = 2fitS=i — i=o. 

IV. Sit propofita haec feries trigonalium numerorum . 

S — i — 3 + <* — 10 + 15 — 21 + &c. 

Diff. I* = 2 , 3 , 4 , 5 , 6 y &c. 

Diff. II. = i , x i , i , &c. 

Hic ergo ob a — i , A a — 2 , & AA a =s i ; erit 
S = i — f + , = i.. 

V. Sit pi opofta feries quadratorum : 

S — i — 4 + p — l6 + 25 — 3 tf + & c. 

Diff. L ss 3) . 5, 7, p, u, & c. 

Diff. II. = 2 , 2,2, 2- , Scc. 

Gg 
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Ob 4 = 1 ; A/» = 3 j AA 4 = 2 ; erit S = t — = 

VI. Sit propofita feries biquadratorum : 

S = I 16 + 81 255 + <52 5 — • I2p<5 + & c. 

Diff. I. = 15, 6 5, 175, 369, 671 

Diff. II. = 50, 110, 194, 302 

Diff. III. = 60 , 84, 108 

Diff IV. =s 24, 24 

Erit ergo S = | — i + t — ti + * = o 
10. Si feries magis divcrgant uti geometricae aliaeque 
fimiles , eae hoc modo llatim in feriem magis convergentem 
tranfmutantur , quae nifi adhuc fatis convergat , eodem modo 
in aliam magis convergentem convertetur . 

I. Sit propofita baec feries geometrica : 

S—i — 2+4 — 8 + i <5 — 32 + &c. 

Diff. I. = 1 , 2 , 4 ,• 8 , i< 5 , 8cc. 

Diff. II. = 1 , 2 , 4 , 8 , &c. 

Diff. III. = 1,2,4, &c- 

Cum igitur in omnibus differentiis primus terminus Iit e= 1. 

Summa feriei exprimetur hoc modo 

s = T - i + T - h + h - « + &C. 

cuius fumma eft = j , oritur enim ex evolutione fraflionis 

— , dum propofita oritur ex —7—. 

2+i r r 1+2 

II. Sit propofita baec feries recurrens 

S = 1 — 2 + 5 — 12 + 2 9 — 70 + 1 69 — 8cc. 

Diff. I. = 1, J, 7» 17 > 4 i, 99 &c. 

Diff II. — 2, 4, 10, 24, 58 & c, 

Diff III. = 2, 6 y 14, 34 &c. 

Diff. IV. = 4 , 8 , 20 &c. 

Diff. V. = 4, 12 &c. 

Diff. VI. = 8 &c. 

& c. 

Continuarum ergo differentiarum termini primi conflituunt 
hanc progreffioncm geometricam geminatam: 
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CAPUT 


1. 

i6, &c. 


2 33 

unde erit 


r > I» 2 > 2 > 4 ? 4 > 8, 8, r( 3 > 

C — I i-Ul i _L i * J L fr r 

cum igitur praeter primum terminum reliqui bini fe conti- 
nuo deltruant, erit S =s j . Oritur autem feries propofita ex 

evolutione fraftionis — — ' = t , uti in expreffonc natu- 

i+i — i 

rae ferierum recurrentium o flendi mus . 

III. Sit propoftta feries by per geometrica : 

S = I — 2 + 6 24 + 120 — 720 + 5040 &C. 

cuius differentias continuas hoc modo commodius invefligabimus : 
Diff. I. Diff. II. Diff. III. 

1 " 

X 
6 
24 

120 
720 
5040 
40320 
362880 
3628800 

Quibus differentiis ulterius continuatis erit: 

„ x i ,3 11 , 53 3 09 , 2119 1 66*7 

s =T -4 + 8-Tj + i;~~- , " _ _ 


Ii 


4 

18 

96 

600 

3 

14 

78 

504 . 

43 2 ° 

35280 

322560 

3265920 

3720 

30960 

287280 

2943360 


tr 

64 

426 

3216 &c.. 
27240 
256320 
2656080 


148329 14^457 


64 
16019531 


128 


256 


190899411 


4096 
1 


512 1024 2048 

Colligantur duo termini initiales , eritque S = — + A 
. 3 11 53 3 °P , 2 1 19 

A — — o 


+ &c> 


ex i flente 


— j 

8 16 3 2 64 1 128 


&c. 


Si nunc eodem modo differentiae capiantur , erit 

Gg 2 


A 
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3 5 _ . ii _ 99_ , * » 5 . 4401 , 3^585 

2« 2 6 2* 2 10 2*’ 2 ' 4 2 16 

342207 35 * 53*3 408*652 5 . gcc 

2 18 ’ 2 20 2 22 * 

Colligantur duo termini initiales , quia convergunt , fietque 

7 21 00 

A = f- B extftente B — f- &c. : 

2 6 2* 2*“ 

cuius feriei differentiis denuo fumendis fiet : 

21 15 15 9 429 . 5241 2*283 338835 

1 2 ’ 2 1 ! ~ 2 15 2 “ 2 ” 2 84 2 »? 


2 ,o 

Colligantur quatuor termini initiales in unum & fVatuatur 

B = i5! + 84i + c c= 5 ii ._«££! +fc 

2 ** 2 2 11 2 a * 

fietque aliquot terminis atht colligendis proxime : 

Csiil— — . Ex his ergo tandem condude- 

2 '« 2 !• 0 


tur fumma feriei propofitae : S = o , 40082038 , quae ta- 
men vix ultra tres quatuorve figuras pro accurata haberi po- 
teft ob nimiam feriei divergentiam , elt tamen certe iu- 
fto minor- Aliunde enim inveni hanc futnmam effe = 


0. 403*524077 , ubi ne ultima quidem nota a vero aberrat. 

11. Imprimis autem haec tranfmutatio ingentem affert 
utilitatem ad feries iam quidem , fed lente convergentes in 
alias , quae multo promttus convergant , tranfmutandas . 
Quoniam vero termini fequentes minores funt quam praece- 
dentes , differentiae primae fiunt negativae ; unde in liquen- 
tibus -fignorum ratio probe elt habenda. 

1. Sit propofaa baec feries : 



Diff. 
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DlfU -“ 2.3 ; 3.4 * 4-5’ 5-<* 

Diff.II.= 

3 2-3-4 3-4-5 4-5 * 

Diff. III. = — — : — — — 4 “ : — — 


4 » 2. 3.4. 5 ’ 3.4. 5.5 


Diff. IV. = + — ; &c- Hinc ergo erit' 

S = - + — +-^-+ — + — + &c. 

2 2.4 3.8 4.1 6 5.32 

utramque autem hanc fcriem logarithmum hyperbolicum bi- 
narii exhibere , iam in Introduflione offendimus . 

II. Sit propofita ijla feries pro circulo : 

S=x — - + — — & c. 

3 5 7 9 11 

2 2 2 2 2 „ 

Diff. I. — : ; : — — ; & c. 

-J-3 3-5 5-7 1 7 -9 5>-n 


Diff. II. = + 


2.4 2.4 


2 - 3-5 3 - 5-7 5 - 7 - 3 » 7 - 3 »-” 

Diff III. = - — V — ; ; — &c 

1 -3-5*7 3-J-7-3» 

&c. 

Hinc ergo concluditur fore fummam feriei : 

s = i + -i- + -2i + J±L + te 

2 3.2 3-5-2 3.57.2 

r c- , I . 1-2 . I.2.3 I.2.3.4 . „ 

feu 2S = 1 -f — -1 — -f &c. 

3 3-5 3 - 5-7 3 5 - 7 -P 

III. Quaeratur valor huius feriei infnitae 

S — /2 — /34-/4 — /5 + /tf — /7 + /8 ~—lp &c. 

Quia differentiae ab initio nimis fiunt inaequales., colligantur 
aftu termini ufque ad /10 ex tabulis, quorum valor reperie- 
tur = — 0,3^x1005 ; eritque 


Digitized by Coogle 



j 3 3 CAPUT 1 . 


S= — 0,3911005 4 - /io — '/ii +/12— '/13 + /14 — /15-I-&C. 
in infinitum. 

Defumantur hi logarithmi ex tabulis, eorumque differentiae 
quaerantur hoc modo 

Diff. 1. Diff. 2. Diff. 3. Diff 4. Diff. 5. 


/10 -= 1 ,0000000 1 +- 1 — 


+ I “ 


5779 ' 

4487 ;I2P2 


3 5*3 i 


9 24 


4 * 


! 3 6S 


l 


/11 = 1,0413927 413927! g 
/12 = 1,0791812,377885 ; j o2 +- 

/13=1,11 39 434 1 347622 j 3 3 

/14=1,1461280 321846: 5/7 
» 3 , 3 s l 22213 

/15 = 1, 17150913 1299533! 3 

Ex quibus reperitur 

/10 — /11 4-/12 — /13+&C. = 

i,ooocooo 413927 3^042 577 P 1292 

2 4 8 16 32 

= 0,489160 6. 

Hinc valor feriei propofitae erit 
S = /2 — /3+/4 — /5 +■ &c. = o , 0980601 ; 
cui logarithmo refpondet numerus 1 , 253315. 

12. Quemadmodum has tranfmutationes obtinuimus po- 


368 


64 


• • y • 

nendo in ferie loco x hanc fraftionem — — , ita innumerabiles 

1 +y 

aliae tranfmutationes orientur , fi loco x aliae fun&iones 
ipfius y fubftituantur . Sit iterum propofita ifta feries : 

S = a* + bx 1 + cx 5 4 - dx ♦ 4 - ex « + fx * 4 " &c. 
atque ponatur x =y (i — y), quo fafto feries orietur fequens 
S = *y~ayy 

4 - byy — 2 A/ 1 4- by 4 

4 " cy 3 — 3 cy* 4 - 3 cy ' — ry‘ 

4 * dy* — 4 </y 5 4 - 6dy 6 

4* ty i — 5 ey 6 &c. 

+ fr i 

Quodfi ergo altera harum ferierum fuerit fumraabilis, fimiil 
alterius fumma erit cognita . Ita fi ftatuatur 


Eigiliz cd by 


' CAPUT 1. 
S = * + *’ + * 3 + * 4 + x* + & c. = 


'* 3 ? 


i -x 


erit 


S— y— > 3 — y*+y 6 +y ’ — /» — y ,0 + &c. 

Cuius ergo feriei fumma erit — — — — — , 

. 1 — y -f- yy 

13. Si altera feries alicubi abrumpatur, tum fumma 
prioris abfolute exhiberi poterit . Ponamus efle a = 1 , & 
in ferie inventa omnes terminos poft primum evanefcere , ut 
S ,== .y > ideotjue obx=j> — yy , erit fumma prioris 
— » — ^(4 — *) • Fiet autem ob 4 = 1; ut fequitur : 


i = 


d= 


/= 42 = 


1 = -.2 • 

4 

1 • 3 

2 = — -.2 ‘ 

4.6 

1 . 3 . 5. 7 

14= — L2_L. 2 i 
4.6.8. 10 

2 - 3 - 5 - 7 - 9 
4.6.8.10. 12 
1.3.5. 7. p. 


5 = 132 = 


11 


_ — — ■ — 1 ■ « 2 14 

4.6.8.10.12.14 

&c. 

unde prior feries abibit in hanc : S — 

r - V"(j -*) = x-f-x J -f-2x 3 + 42 * 6 + i 32 * 7 -f &c. 

quae eadem invenitur, fi quantitas furda /(£ — *) iu feriem 
•volvatur, atque ab i fubtrahatur. 

14. Statuamus, quo tranfmutatio latius pateat 
* —y ( 2 + nyy , atque feries propofita : 

— ax -f* bx 1 -f- cx 3 •+• dx 4 -f- ex * -f- 8cc. 
tranfmutabitur in fequenteni : S =» 


V 
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y 

"7+ -nay* + 

+ l>y s + 

+ 


1.2 

20 


»£/ J + 

V + 

+ 


CAPUT 

v(i>-r)(»-:) 


7 . 


„ v(V-i)(V- 2 ) (V- 3 ) 

» ’ «V 4 H : n 4 /rii 5 

I. 2. 3 ' I. 2. 3. 4 

2<2V-0 n f ^ 2V(2V-l)(2y-2) 


I. 2 

i V 

Z 


V . , 

— ncy 4 -f- 


&c. 


dy*-\- 

+ 


3 < 3 y ~0 

1. 2 

4 > 

I 


n^by 5 

» • fj» ! 

ndy' 
ey > 


Si ergo illius feriei fumma fuerit cognita, 8c huius fimul fum- 
ma habebitur , ac viciffim . Quoniam vero n & y pro lubitu 
accipi pofTunt, hinc ex una feric fummahili innumerae aliae 
fummabiles inveniri pofTunt. 

1 5. PofTunt etiam eiufmodi tranfmutationes fieri , ut fe- 
riei inventae fumma fiat irrationalis , hoc modo. 

Sit propofita illa feries : 

S = ax -f- bx 1 -f- cx 5 -f- dx 7 -f- ex ’ -f- fx " -f- &c. erit 

Sx = ax* -j- bx* -j- cx* -j- dx* -j- ex’° ■+■ /x 11 + &c. 



» 


lam fiatuatur 


erit xx — - 


1 n yy 

s 7 


^(1 — «77) ’ 

atque feries propofita tranfmutabitur in hanc: , , . 

ay % + nay* n* ay*" -f- n^xy* -f- n*ay '°- f &c. 

+ i/ 4 -j- mby i -f- 3» s £y * -f- 4« 10 -j- &c. 

-j- cy 6 -j- 3»ry 8 + 6n*cy'° + &c. 

+ + 4 »</y‘*+ &c. 

+ ey” -j- & c. 

Si igitur fumma S ex priori ferie fuerit cognita, habebitur 

S 

fimul fumma fequentis feriei : — =5 

V(i— »ff) 

- 7 +( na -\-b)y' -f (n ! a-\-znb-\-c)y 5 +(» ’ <rf 3» * H"3»w-h/)_)r r -f- & c . 

16. 
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16. Si fumatur n — — 1 ; erunt coefficientes huius feriei 
differentiae continuae ipfius a , ex ferie a , b , r , , Scc. fm 

autem figna in ferie propofita alternentur, tum pofito »=1 
coefficientes erunt iftae differentiae . Denotent ergo A a , 
A 'a , A ia , A >a , 8cc. differentias primas, fecundas, ter- 
tias , & c. ipfius a ex ferie numerorum a , b , c , d , e , &c. 
Ac fi fuerit 

S = ax + b * J + rx { + dx 1 + r* 9 + &c. 

s 

— r = ay + A*. V 5 +A*/».y* -f- A 'a.y 1 &c. 

ni +>/) . . 

Sin autem fuerit: 

S = ax — -f- cx 5 — dx 7 + ex’’ — 8c c. 


ponaturquc 


_ y . 
* *(i -yy)' 


erit. 


— ay — Aij.yS -f- A* a.y 5 — • A 3 i i.y 7 -f- &c. 

v^(i— />) 

Quodfi ergo feries a , fr, r, d\ e, Scc. tandem ad differen- 
tias conflantes deducat , tum utraque feries abfolute fummari 
poterit j quae fumnutio autem quoque ex fuperioribus fequitur. 

17. Ponamus coefficientes a, b , c, zf, Scc. conflituere 
hanc feriem i , 7, }, 7, 7 , Scc. eritque, uti fupra iam vi- 
dimus : 


a — 

r . 

A /r = — 

2 


3 - 

II 

* 

<1 

2-4 


3-5 

A 54 = — 

2.4.5 



3 : 5-7 

« ■ 

Hh 


Scc. 


unde 
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unde fequentes duas feries fummabimus: 
I. Sit S = *-f T * 3 + T*’ + i* 7 + & c - 

r 


Erit S = i/ — . 

I H 


Pofito iam x i 


fiet 


V<* +yy) ’ 




_ , yO+w)+ y _ , 

y ✓(*+yy)-y 

unie erit ‘ 

/yV( i + yy)+ y) __ • 2 , 2.4 2.4.6 

A 1 +/r) * 3 y 3 5 y 3-5-7 

II. Sit S = *— + — f«* + &c. 


7 -f- &c. 


Erit S = A tang # . 


S = A tang — 

A*—ry) 


Pofito iam x = 


fiet 


.v^(i — yy y 


— A fin y — A cof V ( 1 — • yy ) . 


Hancobrem obtinebitur ifta fummatio: 

Afiny - . 2 . . 2.4 . . 2 . 4.6 , „ 

-77 t =y H — y 3 -f- — yH -y 7 + &c. 

^(i— yy) 3 3- 5 3-5-7 

18. Poliunt quoque loco x funilioncs tranfeetidentes 
iplius y fubftitui , ficque funimationes aliae inventu difficilio- 
res erui ; verumtamen ne feries novae fiant nimis perplexae , 
eiufmodi fun&iones eligi debent , quarum poteftates facile ex- 
hiberi queant; quales funt quantitates exponentiales e ' . Pro- 
pofita igitur hac ferie : 

S = ax + bx * + r* 5 -f- dx 4 -f- ex 5 -f- /x 6 + & c. 
ponatur x = e n, y , denotante e numerum, cuius logarithmus 
hyperbolicus = x , 

erit x 3 =ze , ’vy* ; x } s=z e 3v y 3 ; Scc. 

Generaliter vero eft , uti conftat : 
z* z 3 z* 

= I + Z + + + + &C. 

X .2 I. 2.3 I. 2 . 3.4 

Quare feries propofita in hanc tranfmutabitur : 
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2 4J 


S =s ay -f- way* \n' ay* \n* ay* '^n* ay' &c. 

4* by 1 4* 7 nby 5 ~h *n- by* -h j n> by * -j~ &c. 
+ 9 » 3 + t » 9 4 4- ' n 7 cy 5 4* &c. 

+ </>'♦+? ndy* -f- &c. 

' + ■ ey f + 8cc. 

I. Sit feries propofita geometrica : 


x 


S — x 4-*’ + x J + x 4 -f-x f + &c. erit S = 

i — x 

Ponatur iamr 


n — — i ; ut fit x—e~>y: 8c S — — — — • 

- i..i . . v . . *— '~’y 


e i — 


reperietur fumnia haec 

— - — = y y ' — ^y* + —y i + —y s — &c. 

e> — y 2 6 24^ 120 • 

cuius autem feriei lex non perfpicitur . 

II. Sint in altera ferie omnes termini praeter primum 


— o : erit b — — na: 


c^z jn-a ; 




8 


n ‘a 




&c. 


125 , 20 

e ~ — - »*a ‘ /= n s 

24 30 

Cum ergo fit fumma S = ay; & n — fiet: 

y = x — »x*-f--i »‘* J — — » 3 x 4 + — - w 3 x ? -ntx* -f- Scc. 

7 2 3 24 jo 

Quoniam vero in his feriebus lex progrelfionis non efl mani- 
fella, fummariones ex hac fubflitutiohe deduftae parum ha- 
bent utilitatis. Praecipue autem notari merentur transforma- 

• . f , 

nones ex fubftitutionc x — - — derivatae , quippe quae non 

folum eximias fummationes , fed etiam idoneos modos ad 
fummas ferierum appropinquandi fuppeditant . His ergo , quae 
fine calculi differentialis ope funt expedita , prae mi (fis , ad 
ipfum huius calculi ufum in dofhina ferierum oftendendum 
progrediamur . 


Hk 2 


CA- 


*44 


CAPUT IL 


DE INVESTIGATIONE SERIERUM. 
SUMMABIUUM. 

i-:-' • 'j • • • •• 

S ** .. ■ • — ' 

•. ■ ; 

i Seriei, in cuius terminis weft quantitas indeterminata 
#, fumma fuerit cognita, quae utique erit funflio ipfius *; 
tum quicunque valor ipfi x tribuatur , feriei fumma .perpetuo 
aflignari poterit. Quare fi loco * ponatur x-f-dx, feriei re- 
fultantis fumma erit aequalis fummae prioris, una cum ipfius 
differentiali : unde fequitur fore differentiale fummae — diffe- 
rentiali feriei . Quia vero hec modo tam fumma , quam fin- 
guli feriei termini multiplicati erunt per dx, fi ubique per 
dx dividatur, habebitur nova feries, cuius fumma erit cogni- 
ta. Simili modo fi haec feries cum fua fumma denuo diffe- 
rentietur , & ubique per dx dividatur, nova exoritur feries 
cum fua fumma : ficque ex una ferie fummabili quantitatem 
indeterminatam x involvente , per continuam -difiereutiatio- 
nem innumerae novae feries pariter fummabiles elicientur. 

20. Quo haec clarius perfpiciantur , propofita fit pro- 
greflio geometrica indeterminata , quippe cuius fumma eft 
Cognita, haec: 


I — x 


dx 


■— i + + xJ -}-* 4 + &c. 

Si nunc differentiatio infii tuatur , erit : 

= dx 4- 2 xdx -f- ^x l dx 4* 4 -f- $x*dx + &c. 


0“ *)‘ 

atque divifione per dx inditura, habebitur: 

- — = i + »«+ J*’ +4 xl + 5* 4 + &c. 

C 1 -*) 


Si 



e AfV T ll 

Si denuo differentietur , atque per dx dividatur , prodibit : 

^3^ = 2 + i ‘3*+3-4»’+4*S* i +S- (S » 4 + &c - fcu 

1 , • i 

\ 3 =1 + 3*+ tf * , + iO* , + iS* , +iii*4 &C. 1 

V 1 . ' 

ubi coefficientfis funt numeri trigonales.. Si. haec porro diffe- 
rentietur , atque per 3 dx dividatur , obtinebitur : 

1 ' ’t 

^ZT x yr = 1 44*4"icw 1 -4 2o* , + 3 S* 4 + &c. . 

cuius coefficieutes fuut numeri pyramidales primi . Sicque 
ulterius procedendo oriuntur eaedem feries quas ex evolutione 

fraftionis liafci conftar. ' r } 

( 1 — *)• .~u:< 

' 11 . Latius autem, patebit haec ferierum in vefligatio , fi 
antequam quaevis dittereatiatio -fufcipiatur , ipfj. feries una 
cum furama per quamvis ipfius « potellatem feu tunttiooem 
multiplicetur. Sic cum fit i . r 

=. 1 +*f + * 1 + * 3 .+ * 4 4-1» t + &C. r- ’ •! 

^ * V-' • 

multiplicetur ubique per eritque ■' f ■> 
— — =«* + «-+ 1 + «-+' + »-H + ,* +<+ fc 

I ■” '“X 

nunc diflferentietur haec feries , fietque per dx divifo : 
mx’”-' — ( m — i)x m ' I 

sm*— 1 +(» + *>* r » : 

+(w + 2)*" -+‘ + (m+ 3)*" H* + Jc c . 
Dividatur nunc per ac” -1 habebitur : 

w» — (m — i)x m . x 

7, n — = f - 7 rr =m 4(*» + i)# 

( 1 — *;• 1 —.* ( 1 — v ' 

- ~ +-(>» + 2) ** -f- &C. 

multiplicetur haec antequam nova diffeientiatio fufcipiatur 
per ut fit* . • - 




nix' 1 H^ni- ' J ‘ ^ c ‘Jisr.*iv '.•> 01 > 

7— ■ + rrr^r = m *'+ (>»-hy + (« -t- ay +>f &c. 

Nunc inftituatur differentiatio , & divifo per dx erit • 

_ I I 1 . r 


(««X" 1 (r»+#hl )* ‘ 3*: r > . .... . , 

f* k- r — ‘^"rr “ 1 4* ~ — - J --‘ — * 1 

x — x ( l ~.*) (i — x ) ' 

+(*» f ijx»-^^ 1 ^- 2)(«4. 2 >x-'-t-> -f &ci 

Divifione autetir pir #*-* inftituta , fiet ' 

, | ('» + «4~ x)xt.. . .zy . ........ J . . . . 

. ; * . (1— « »)' ^ (x— . x” - ; 

• : «nr + (m -h 1 ) (» f r> * f (w f 2 ) (b +; 2 ).* * -f- 
ficque ulterius -prb-redi lidebtt r invenientur aaf *ift J perpetua 
eaedem feries, quae ex evolutione fraflipnum furnoum coni ii tu- 
entium nafcuntur . ' i * 

22 . Quoniam progreffionis geometricae primbm affum- 
tae fumma ad quemvis terminum ufque afiiguari puteft , h6c 
modo quoque feries definita terminorum numero conflantes 
fummabuntur. Ita cum fit 

* — x « -t-i 


u • 


1 — x 


■ = * + *’ +*’ 4-**:+ , . j ; -f . , 


erit differentiatione iiV^ttuta & germinis per dx divifis 

£ (»f i)x' — nx"-*-' > 

(t— x^* • (t— *)’ -=i + a*+3x» + 4 xJ • ; 

u . . : ’iu v.! t e. . . -f ■nx 9 ~' 

™ nc . lummae poteitatum numerorum naturalium ad quemvis 
terminum inveniri' poterunt. Multiplicetur enim Jiaec feries 
per -x, ut. fiat: , iJLiJ . 

x~(n -f r)x' -f" -f _ ' 

(j x y = *+A‘+ 3 x»+ . . . +»x’ 

quae denuo differentiata ac 'per dx divifa' dabit : 

x 1 ) ~ * " 4~ ( 2 nn -f- 2 » — 1 )x' , -t-' — «xx * -+* 

. ..j (1 *)?—•: Jus . 

= 1+ 4* + px-- + ... .:.l+.x ( ’ x’-‘ 

quae 
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quae per x multiplicata dabif : r . 

* + x* (» + I ) ! x” "+‘ 4* C 2 ” 7 * "r *» — l)x" ' + ' 1 — 

... - : s 1(7 : — 

, “ x ^-4* * -f- px 3 -f- . . . . . -f-»*x” 

'quae differentiata, per dx divifa ac per x multiplicata produ- 
cet ferient hanc : " « 

* -+• 8xV+ + «J » 4 • v i-+» i jt* •• 

cuius fumma propterea invenietur. Ex hacque fintili modo fum- 
ma biquadratorum altiorumque potellatum indefinita eruetur. 

23. Methodus igitur haec ad omnes feries quantitatem 
indeterminatam continentes accommodari poteft , quarum qui- 
dem fummae conflant . Cum igitur praeter geometricas feries 
recurrentes omnes eadem praerogativa gaudeant , r ut non fo- 
lum in infinitum , -fed etiam ad quemvis terminum fummari 
queant ; ex iis quoque hac methodo innumerae aliae feries 
fummabiles inveniri poterunt . Quod cum opus foret maxime 
diffufum , fi id perfequi vellemus , unicum cafum perpendamus. 

Sit fcilicet propofita haec feries: 

$C 1 i - - j * ■ * 

= x-f-x ! + 2* 3 + 5** + 8* 6 *f* itx* -f- &c. 

1 * ** ■ 1 . . 1. ■' tl "i 

quae differentiata ac per dx divifa dabit : 

= I+2X+tfAf * +I2AT 3 +25 « 4 +48*’ -1 -PIX* 4-&C. 

» • V « 1 * * r • • * 

patet omnes has feries hoc modo refultantes fo- 
re quoque recurrentes , quarunl adeo, fummae ex ipfarum na- 
tura inveniri poterunt , *■ > 

24. In genere igitur fi feriei , cuiufpiam in hac forma 

contentae : ax -f- bx- -f- rx 3 -f- dx* -f- &c. 

fumma fuerit cognita, quam ponamus — S , eiufdem fe:iei,fi 
finguli termini fingulatim per terminos progreflionis arithme- 
ticae multiplicentur, fumma inveniri poterit. Sit enim 
S zz ax 4 f bx 1 + cx 3 + dx f -f- cx 4 -f- &c. 
multiplicetur per x m , erit 
Sx m — ax m +l + !>x m '*' 1 + cx ,n “f" 3 + dx m “*-* + &c. 


(i — x — xx) * 

Facile autem 
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differentietur haec aequatio, Sc dividatur per dx , 
dS 

rrtSx m ~ l + x m (m I )ax m + (m -J- l ) bx“ " + ‘‘ 


t-r 




dividatur per eritque 


+ ( m + 3 ) cx " "+* + &c: 


mS + -j— = (f» +i) ax + (m + a) bx * + (m -f- 3) cx J + &c. 
dx 

Quodli ergo huius fequentis feriei fumma defideretur : 
aax + (a ■+■ 6) bx 1 + (a + 26) cx 3 + (a + 3&) dx 4 + 8cc. 
multiplicetur fuperior per £ ac ftatuatur mS + $ = a ut fit 

m=2 a - , eritque huius feriei fumma = (a — g)S+ 

o • • ctx , 

25. Poterit etiam huius feriei propofitae fumma inve- 
niri , fi finguli eius termini multiplicentur •per terminos feriei 
fecundi ordinis fingulatim , cuius fcilicet differentiae demum 
fecundae fint conflantes . Quoniam enim iam invenimus . 
xdS 

wS -f- — = (m +1) ax + (w + 2) bx 1 -f (m -f 3) cx 5 4 * Scc. 

multiplicetur per x", ut fit 
x‘~*-'dS 

mSx " + 7 =(m -f-i) ax" -+ 1 + (»» + 2 )b x' -f- &C. 

dx 

differentietur pofito dx conflante , & per dx dividatur : 

_ , (m + n +1) x" dS . X ""^'ddS 

mnSx"~'+- 7 i 7- = 

dx dx* 

(m -f- 1) ( n -f 1) ex ’ + (m -f- 2) (n + 2) bx" +' + Scc. 
Dividatur per x*~ ‘ , ac multiplicetur per ut fit 

. ( m 4 - n -f- 1 ) kxdS kx ' ddS 

m " ks + + —— = 

(m-\-i)(n-\-i')kax^-{m^-2){n-\-z)kbx ' -f-(m-h 3 )(« 4 - 3 )^rAr 5 -f Scc. 
Comparetur nunc haec feries cum ifla : 


em 
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DifT.2. 


trit : 

km- f- kn-\- 4 = a 
kmn -\-zktn 4 _ 24»4'44 = a 4* £ 

kmn +3^»» = a +2^4*> 


Ergo 


Diff. i. 

4w 4-4*4-34 = 6 
4»» 4-4*4-54 ==64-? 

l6 


ik=} 


4=i?; & w + »= 3; atque 


a 2 a 26 2 (a — 6 4 -?) 

™’>-- k — m — n — 1 — T."”T + 2= > 

Hinc fumma feriei quaefita erit : 

* , ^r. . ( g — >Vs . ?W</s. 

(a- 6 +,.)S + J 7 - + -J— • . 

z6. Simili modo fumma reperiri poterit feriei huius 
An + Bbx 4* Ccx J + Ddx ! + Eex 4 + &c. 
fi quidem cognita fuerit fumma S feriei huius : 

S = a + bx + f* 3 4* dx 3 -f* ex 4 + fx 5 + &c. 
atque A , B , C , D , 8cc. conflituant feriem , quae ad difle-- 
rentias conflantes deducitur . Fingatur enim lumma , quo- 
niani eius forma ex antecellentibus colligitur, haec 
SxdS jx^ddS Sx l d’S ex *d 4 S 

aS+ -sr +2 i^ + -j^- + ^rr +l<c - 

Nunc ad. litteras * , e , > , / , & c. inveniendas evolvantur 
fingulae feries , erirque : 


aS 

&xdS_ 

dx 

yx ’ ddS 
ldx 1 
8x 3 d • S 

6dx 3 
fW 4 S 

»4^* 4 


— aa-l-abx-^ acx 1 4“ adx 3 4* aex 4 -f-8cc. 

— 4" 26«r * 4* 36*^* 3 4* 4&W 4 4* &c. 

? • • 1 j • i 

=- Jr#’ 4* 3^v J 4" <5?«r 4 4* &c. 

= • $</# 3 4“ 4$«? 4 4- &c. 

= ‘ • — - - •• eex 4 4* &c. 

I i quae 
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S=— 0,3911005 -f- /io — /ii 4*/t2 — /13 + 

in infinitum. 

Defumantur hi logarithmi ex tabulis , eorumque differentiae 
quaerantur hoc modo 

Diff. 1. Diff. 2. Diff. 3. Diff. 4. Diff. 5. 



Ex quibus reperitur 
/10 — /n-f-/i2 — /i 3 -f&c. — 
1,0000000 413927 36042 5779 1292 3 58 


2 4 8 16 32 6 4 

= 0, 4891606. 

Hinc valor feriei propofitae erit 
S = / 2 — /3+/4 — /5 +■ &c. = o , 0980601 ; 
cui logarithmo refpondet numerus 1,253315. 

12. Quemadmodum has tranfmutationes obtinuimus po- 

nendo in ferie loco x hanc fraftionem — — , ita innumerabiles 

i±y 

aliae tranfmutationes orientur, fi loco x aliae fun£liones 
ipfius y fubftituantur . Sit iterum propofita ifta feries: 

S = a* -(- bx ' -f- ck 5 4 " dx 4 4 - ex 5 -f- fx * 4 " &c. 
atque ponatur x=y(i — y) , quo fa£lo feries orietur fequens 
S == »y — ayy 

4 ~byy — 2 by* 4" by* 

4 " c y 3 — 3 cy* 4 - 3 cy * — cy* 

4" dy* — 4 dy* 6 dy* 

4* cy* — 5*7 4 &c • 

4 • fr* 

Qoodfi ergo altera harum ferierum fuerit fumraabilis, fimiil 
alterius fumma erit cognita. Ita fi ftatuatur 
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rljp 


S = *+«’ + *s + **+*if Scc. = — , erit 

z -* 

&c. 


-yy 


Cuius ergo /eriei fumma erit — - . 

i — / -f yy 

13. Si altera feries alicubi abrumpatur, tum fumma 
prioris abfolute exhiberi poterit . Ponamus efle a ~ 1 , & 
in ferie inventa omnes terminos poli primum evanelcere , ut 
ht S =y; ideoque ob x=y — yy , erit fumma prioris 
= } — yf (i — x). Fiet autem ob 4 = 1 ; ut fequitur : 

*= 

4 


d — 


/= 42 = 


i. 3 

2=-^. 24 

4. 6 

1-3-5 i 

^ 4.5.8 '* 

I4 =iii riZ..,. 

4.6.8. 10 
2-3-5- 7- 9 
4. 6.8. 10. 12 


— 1 • 3 • 5- 7 • P* 11 


s— 132 = 


4.5.8.10.12.14 

&c. 


unde prior feries abibit in hanc : S — 

f - V({ - «) = #+*’+2 #3 + 5 * 4 + I 4 * , -f 42 * 6 + I32X r + &c. 
quae eadem invenitur, fi quantitas furda </({ — x) in ferient 
«volvatur, atque ab f fubtrahatur. 

14. Statuamus, quo tranfmutatio latius pateat 
# —y ( i + »j0' > atque feries propofita : 

S = ax + bx* -f- r*3 + dx * + ex* -f- 8c c. 
tranfmutabitur in fequeuteni : S =■ 
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V ))']). i ) 

S =: r.y -\ — ney 2 -f- — — -»*«v 3 + 
1 1.2 

+ by 1 4 " — nby 3 -f- 


»(y-i)(y- 2 ) 

i. 2. 3 

2V(2V-l) 


+ 


cy~’ + 

+ 


I. 2 

i V 

I 


n' ay* -f- 
n'by* • f- 


yfo-O (>'-*)(»- 3) _ 

I. 2. J. 4 
2V(2V-l)(2>>-2) 


1 *' ■ 

— »<y 4 + 


I. 2. 

3 < 3 V ' 


.,1 


&c. 


+ 


I. 2 

11 

I 


»<7y 5 
« 3 5 
n ■ cy ' 
ndy* 

V' 


Si ergo illius feriei fumma fuerit cognira, &. huius fimul fum- 
ma habebirur, ac viciffim. (Quoniam vero n & v pro lubitu 
accipi poflunt , hinc ex una ferie fuminahili innumerae aliae 
fummabiles inveniri poffunt. 

15 . PofTunt etiam eiufmodi tranfmutationes fieri, ut fe- 
riei inventae fumma fiat irrationalis, hoc modo. 

Sit propofita illa (eries : 

S = ax -f- b » 3 -J- cm 5 + d* 7 ~h ex * -f- fx " -f- Scc. erit 

Sx = <ix’ + bx* + 4" dx % 4* ex 10 -f - /# 11 + &c. 

y • yy 

Tam flatuarur , y — 


erit xx — - 


I — nyy 

S y 


-^(1 -nyy)' 

atque feries propofita tranfmutabitur in hanc: . 

>f{l—nyy) 

/y , -t~nay*-{-n , ay 6 -l- n 3 ay l -f- n*ay 10 - 1- &c. 

~h by* -f- znby* -f- 3«’ by* -f- ^n’by 10 -j- &c. 

+ «y‘4" 3»cy 8 + 6n , cy , ° -j- Scc. 

+ dy * + 4 ndy 19 + &c. 

+ ey *• -j- &c. 

Si igitur fumma S ex priori ferie fuerit cognita, habebitur 

S 

fimul fumma fequentis feriei : — ==: 

fii—nyy) 

»y-\-{na\-b)y 3 +(» 5 a-f-2nb+c)y 5 +(» ’ <»+3» ’ b-hjnc-^d)y 7 + & c. 

16. 


Digitized by Google 


C A P UTI. 1 4 , 

16. Si fumatur » = — i ; erunt coefficientes huius feriei 
differentiae continuae ipfius a , ex ferie a , b , c , d , &c. fin 
autem figna in ferie propofita alternentur, tum pofito »=i 
coefficientes erunt iffae differentiae . Denotent ergo A a , 
A' a , A , A* a , &c. differentias primas, fecundas, ter- 
tias, &c. ipfius a ex ferie numerorum a, b , c , d . e , & c. 

Ac f. fuerit 

S = ax + + c# 5 + d x 7 + «f’ -f &c. 


p° firo *•= \ ; «« 

= /»/ -f- A/j.jfJ -f-A*/».^> 5 -f-A3,».^7 -f-Scc. 


^(i +J7) 

Sin autem fuerit : 

S r= ax — i* 3 -f- cx i — dx 7 + ex 9 > — &c. 


ponaturque * = — r : : erit. 

n 1 —yy) 

vU-m) ~ *y~~ Aa, y* + — A3 "-> r + &c. 

Quod fi ergo feries a, b', r, d , e, &c. tandem ad differen- 
tias conflantes deducat , tum utraque feries abfolute fummari 
poterit • quae fummatio autem quoque ex fuperioribus /equitur. 

17. Ponamus coefficientes a, b , c, d , 8c c. conftituere 
hanc feriem t, 7,7, f, j, &c. eritque, uti fupra iam vi- 
dimus : 


a — 

r 

1 

II 

* 

< 

2 

3- 

II 

* 

«« 

<1 

2-4 


3-5 

A — — — 

2 . 4.5 


3:5-7 

Hh 


unde 


t 
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unde fequentes duas feries fummabimus: 
I. Sit S = * + j* 3 + j#’ + &c. 

y 


Erit S = il — . 

I M 


Polito iam * 1 
fiet 


V(i +yy) ’ 


c_ , y(i +yy)+y ... », ./ . v . , 

S - 'V(.+J 7 )-r -'(•'(*+» +>> ; 

unie erit 1 

/(V(i+^/)+jr) __ • 2 . , 2.4 t 2.4^ , , , 

— 7; — 7 — y 4 y 5 / 7 4~ «e. 

3 3-5 3 - 5*7 

II. Sit S=* \ -f- }#* — y# 7 + &C. 

y 


Erit S = A tang x. 


Pofito iam x = 


fiet 


X* — yyY 


S = A tang — 

/(*— vy) 


— A fmy — A co(V( 1 —yy) . 

Hancobrem obtinebitur i fla fummatio: 

A fin y ,2 . . 2.4 . . 2.4.^ , „ 

—7 1 = y 4- — — - y* 4 y 7 + &c- 

^C 1 — xr) 3 3-5 3-5-7 

18. Poflunt quoque loco x funftiones tranfcetidentes 
iplius y fubditui , ficque fummationes aliae inventu difficilio- 
res erui ; verumtamen ne feries novae fiant nimis perplexae , 
eiuftnodi funfliones eligi debent , quarum poteflates facile ex- 
hiberi queant; quales funt quantitates exponentiales <r’ . Pro- 
pofita igitur hac ferie : 

S = ax + bx * + r* 3 -f- dx 4 4” tx * -f" fx 6 -f- & C. 
ponatur * = ff" 7 y, denotante e numerum, cuius logarithmus 
hyperbolicus = 1 , 


erit x 1 — 


= e , "fy 


e 3 c 3 y 3 • 


&c. 


Generaliter vero ed , uti condat : 

Z* z 3 z* 

= i+* 4 — 4 - 4 - + &C. 

1.2 1 . 2.3 I- 2 - 3-4 

Quare feries propofita in hanc tranfmutabitur : 


e* 1 
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S =s ay + I»*/ ’ + r» , /i / 5 + ?» 3 '^ 4 + i « 4 '»>' 5 + &c. 

+ f «£/ 3 4" fn-by 4 4'j » 3 £y* + &c. 

4- cy 3 + r 4 + f » ’ f / 5 4* &c. 

4* <^ 4 + r »dy f ~h &c. 

'■'+>• * 4- &c. 

L Sit feries propofita geometrica : 

S = *-{** , -h* 3 +* 4 -f“* ! + &c. erit S = 

x — x 

Ponatur iam> 

• i i . r • 

»=r — i; ut fit x = *— Jy; &S = 


y y 


e y — 


ri 


i — e 1 y 

reperietur fumma haec 

— - — =:y — - y 3 — -* y 4 + — + — /* — 
e> — y> . 2 6 24 ' 120 • 

cuius autem feriei lex non perfpicitur . 

II. Sint in altera ferie omnes termini praeter primum 


&c. 


erit 


b — — na; 

_ r2 5 . 

e ~ n*tt 


_ 3 . 

c=^ - n a ; 


d = w 1 a 

3 


2 ? i 


&c. 


24 3° 

Cum ergo fit fumma S = ay ; Sc * = (’’; fiet : 

y = » — »x*+ j w 1 * 3 w 3 x 4 + « 4 x 5 — — x* -f- &c. 

2 3 24 3° 

Quoniam vero in his feriebus lex progrcflionis non efl mani- 
felta, fummariones ex hac fubftitutione ded ullae prum ha- 
bent utilitatis. Praecipue autem notari merentur transforma- 
« y 

tiones ex fubftitutione x — derivatae, quippe quae non 

1 ±y 

folum eximias fummationes , ; fed etiam idoneos modos ad 
fummas ferierum appropinquandi fuppeditant . His ergo , quae 
fine calculi differentialis op funt expedita , praemiffis , ad 
ipfum huius calculi ufum in doftrina ferierum ofiendendum 
progrediamur . 


Hh 2 
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CAPUT IL 

DE INVESTIGATIONE SERIER UM. 
SUMMABILIUM. 

' . i • • * •• 

, .... • - • 

> . • V ■ . •!•••• 

i Seriei, in cuius terminis ineft quantitas indeterminata 
#, fumma fuerit cognita, quae utique erit funilio ipfius x; 
tum quicunque valor ipfi * tribuatur , feri ei fumma .perpetuo 
alfignari poterit . Quare fi loco x ponatur * + dx , feriei re- 
lultantis fumma erit aequalis fummae prioris, una cum ipfius 
differentiali : unde fequitur fore differentiale fummae = diffe- 
rentiati feriei. Quia vero hoc modo tam fumma, quam fin- 
guli feriei termini multiplicati erunt per dx, fi ubique per 
dx dividatur , habebitur nova feries , cuius fumma erit cogni- 
ta . Simili modo fi haec feries cum fua fumma denuo diffe- 
renrietur, & ubique per dx dividatur, nova exoritur feries 
cum fua fumma : ficque ex una ferie fummabili quantitatem 
indeterminatam x involvente , per continuam diflerentiatio- 
nem innumerae novae feries pariter fummabiles elicientur. 

20. Quo haec clarius perfpiciantur , propofita fit pro- 
greffio geometrica indeterminata, quippe cuius fumma eft 
cognita, haec: 

= I + M + x' -f-#3 + + + &C. 

I — X 

Si nunc differentiatio inftituatur, erit : 

— =s dx 4* 2xdx 4* 3 x , dx -f- 4J Odx -f- &C< 

atque divifione per dx inftituta, habebitur: 

i 

( i— x j i* = i + ** + 3«* 4- 4* J + S« 4 4- &c. 

Si 


dx 

i— 



( 


1 


C Af UT 11 *4S 

Si denuo differentietur , atque per dx dividatur , prodibit : 

- ■ J . 

-y- = 2 + 2.3*+3.4** + 4.s* J +5.d»< + &c. feu 


(i—*) 3 

I t i 

—3=1 r}- 3 K+d* , + io* 1 +rs* 4 +Ji*‘+ 

( i — *) 3 . - . 

ubi coefficientes funt numeri trigonales. Si hasc porro diflc- 
rentietur, atque per 3 dtt dividatur, obtinebitur: 

— = 1 4-4*4"to# 1 4 : ‘-20# ) 4- fs^+Scc. L. 

( I_ *) 4 ; 1. 

cuius coefficieutes fuut numeri pyramidales primi ; Sicque 

ulterius procedendo oriuntur eaedem feries quas ex evolutione 

Iraftionis • — riafci conllar. ■ 

(1— *)" 

"2r.- Latius autem patebit haec ferierum inveftigatio, fi 
antequam quaevis ditiereatiatio -fufcipiatur , ipfa feries una 
cum fumma per quamvis iplius x poteilatem feu t unitionem 
multiplicetur. Sic cum fit ■ 'i • i' 

— — — ==1 +&c. V 

a — x > 

:i t; j 


I — x 


-multiplicetur ubique per *•*, eritque 
-+‘ + x m -+ 1 + -+J + *--+■<+ &c. 


nunc differentietur haec feries , fietque per dx divifo : 
mx m ~ l — (m — 1)*” i . • j I 

=w* "-* + (»» 4- 1>“ 

+(m + a)*” ■+ 1 + (m + 3)*"* ‘ + ’ 4" &c. 
Dividatur nunc per x m ~‘ habehitur : ... - 

— m x _ ■ 

—7 r: — = 1-7 — - = »» 4 *(»» 4 - 1)# 

(1 — x ) 1 1 — x (i—*)* 

4 - (»» 4 - 2) ** 4 - & c. 

multiplicetur haec antequam nova differcntiatio fufcipiatur 
per ut fit- . • - 
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- 1 *• t+p ’L. : ' -i 1 .'\l T 


v-[> ~ c *.jur/ir: .> 


fjjX fle '*r ’ * i i e * ' < 

— + — x yr = w * " + +' 4- 4- 2 V +>f &c. 

Nunc inftituatur differentiatio , & divifo per dx erit • 


, ; — w — £ — * »» • 

"WW" - ‘ , (>»+X-!hl) X ' .. r • . — • 

4- - 1 4“ “ — 1 “ 

1— * (i— *) (I — x) I . 1 

+(» f I) (>' ‘+ i)»* -p («w '4- i) (» 4- a)* ' ~t" 4- &e. 

Divifione autttir pir **— 1 •inftitlna , J fiet « ■ '• 

mn , I ( w . + a + j)*i I • •_ , 24 * 1 . 

. , . i—*., (i— *) 4 (i— xj^ - * 

? [ W» -f (»» 4- 0 (» 4“ i) * -f- (w +1 2) - &C. 

fteque ulterius prbgredi lidebitr invenientur autim' perpetuo 
eaedem feries, quae ex evolutione fra&ipnum.funiaurn conllitu- 
entium nafcuntur. 

, 2 a. Quoniam progrefllonrs geometricae primlim affum- 
tae fumma ad quemvis terminum ufque affignari potefl , hoc 
modo quoque feries definita terminorum numero conflantes 
fummabuntur. Ita cum fit .... , . .•;> ii ■' 

x — # ■ -t-i 

= * + *' 4-*’ +** + 


. * i r 


i 

4- x- 


erit diflerentiatione in/lituta & germinis per dx divifis 

i (»4-i)#’’ — 


(i—x)> 


(i-*)* 


~ 1 4* a*4“ j#* 4* 4# J ■ ■■ 

* 

4- . . . . 4“»**~ ' 


Hinc fummae poteflatum numerorum naturalium ad quemvis 
terminum inveniri poterunt. Multiplicetur enim haqq feries 
per v* , ut. fiat : , 

*— (» -f i)*' 4-1 4- „!<"■+* 

(7 ' Jf) * <=*+2W*4-3*?4- . . . 4-»x’ 

quae denuo differentiata ac per dx divifa' dabit : 

1 + x —(n 4- i)- x'+ ( mn 4- in — j >—f' — nnx' -+» 


(i *) 3 lliC - 

— 1 4- 4 * 4- 9 * s 4- • . . .41 4- »<* 


I 


quae 
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quae per x multiplicata dabit : . ( • 

x ■+• x * — (» +’ 1 ) s x" 4 " (*»* +- 2» — 1 )x " ' + * — nnx *“H 

- i | v.._ ■•) -- T "<• i . 

5= x 4 - 4 x * -f- px 3 -j- . . . . . +»**” 
'quae differentiata, per dx divifa ac per x multiplicata produ- 
cet ferient hanc : - J ' 

* + 8* 1 .+ 27 * 3 4* »1. . . . . , 
cuius fumma propterea invenietur. Ex hacque fimili modo funt- 
ma biquadratorum altiorumque poteflatum indefinita eruetur. 

23. Methodus igitur haec ad omnes feries quantitatem 
indeterminatam continentes accommodari poteft , quarum qui- 
dem fummae conllant . Cum igitur praeter geometricas feries 
recurrentes omnes eadem praerogativa gaudeant ,' ut non fo- 
lum in infinitum , fed etiam ad quemvis terminum fummari 
queant ; ex iis quoque hac methodo innumerae aliae feries 
iummabiles inveniri poterunt . Quod cum opus foret maxime 
diffufum, fi id perfequi vellemus, unicum cafum perpendamus. 

Sit fcilicet propofita haec feries : 

• = x + x 5 -f- 2* 3 + i* r -f 5* 5 + 8* 6 -f- 13# 7 +• Scc. 

1 — ** . , . 1 ■ ir „ • - ; . . 

quae differentiata ac per dx divifa dabit : 

I + XX 

— =I-f-2X-f - 6 x l 4 .I 2 * 3 + 25 A» 4 +48** 4 -&C. 

( I — x — xx) * 

Facile autem patet omnes has feries hoc modo refultantes fo- 
re quoque recurrentes , quaruni adeo, fummae ex ipfarum na- 
tura inveniri poterunt. v > 

24. In genere igitur fi feriei cuiufpiam in hac forma 

contentae : ax -f- bx ~ -f- cx 3 -f- dx 4 + &c. 

fumma fuerit cognita, quam ponamus — S , eiufdem fe:iei,fi 
finguli termini fingulatim per terminos progreflionis arithme- 
ticae multiplicentur, fumma inveniri poterit. Sit enim 
S =z ax + bx 1 + f* * + dx f rj- ex * -f- &c. 
multiplicetur per x m , erit 
Sx" =ax m +' + l>x n ~ i - 1 + cx"'-+‘ + dx n '^*+ &c. 
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differentietur haec aequatio, & dividatur per dx. 
dS 

r,iSx m -' + x m j^ = (>n + i)av" + (m + i)bx m -+ l 

i \ +(.*»+ z) cx m + 8 cc; 

dividatur per x"~' , eritque 

JQ 

wS + — = ( w +i) ax + (m + 2 ) bx * + (>»+■ 3) cx 3 + &c. 
dx 

Quodli ergo huius (Ruentis feriei fumma defideretur : 
aax -f- (a + 6 ) bx 1 + (a -f- 26) c x 3 + (a + 3S) dx 4 -f & c. 
multiplicetur fuperior per & ac flatuatur mS -f S = a ut fit 

m=s , eritque huius feriei fumma = (a— 6)SH — - — 
b ' * dx , 

25. Poterit etiam huius feriei propofitae fumma inve- 
niri , fi finguli eius termini multiplicentur -per terminos feriei 
fecundi ordinis fingulatim , cuius fcilicet differentiae demum 
fecundae fint conflantes . Quoniam enim iam invenimus . 

mS -f- — = (m +1) ax + (m + 2) bx ' + (w + 3) cx ’ +■ &r. 
dx l 

multiplicetur per x", ut fit 
— (m -f-i) ax” ■+' -f- (m + 2 )b x " “ + ’ 1 -f- &C. 


mSx " + 


'dS 


dx 


differentietur pofito dx conflante , & per dx dividatur : 

„ . . , (>» + »+i)WS , x*-+'ddS 

”’ s ' + r, + ——= 

(m -f- 1) (» -j-i) ax ’ + (m •+• 2) (» + 2) bx ” + ' -f- &c. 
Dividatur per x*~' , ac multiplicetur per k, ut fit 

. . ( m -f- n -f- I ) kxdS , kx’ddS 

™,*s + s + -3^- = 

(>*+0(»+l)£**-K»»+2)(»-f-2)£A* , +( OT + 3 X?'^ 3)^ af3 +&c. 

Comparetur nunc haec feries cum ifla : 

‘ erit 
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erit : 

kmn-\- km-\- k»-\- k=z& 
km>! -\-lkn* a ~h & 


Diff. i. 


Ergo 


nnt — t 


km+kn+lk — S 
km+ka-hik—S+f 

2& 


24 9 
DifF.2. 

ik=y 


k=i{y, & »» + » = — — 3; atque 

2a 26 2 (a — 6 + ?) 

— ~ k — ™— n — 1 r~ 

Hinc fumma feriei quaefita erit : 

/> , ^r. , (6— ?V S , yx*JdS. 

( — • . 

2d. Simili modo fumma reperiri poterit feriei huiu; 
A a + Bbx 4* Cor 1 + Ddx ' 4* Eoe 4 4" &c. 

C quidem cognita fuerit fumma S feriei huius : 

S = « + iAr + f* J + dx 3 - f- oe 4 fx 3 + &c. 

atque A , B , C , D , 8cc. conflituant ferient , quae ad difle-' 

rentias conflantes deducitur. Fingatur enim fumma , quo- 
niam eius forma ex antecedentibus colligitur, haec 
SxdS yx^ddS . 8x l d 3 S ex *d*S 

aS + 17 + + 

Nunc ad litteras « , C , > , / , &c. inveniendas evolvantur 
fingulae feries, eritque: 

aS =aj»+aijf+ aof*4‘ adx 3 •{■ <*ex 4 -f-8cc. 

— 4" iScx * 4" l&dx 3 4- 4^c. jf 4 4" &c. 

ax 

yx 4 ddS _ 

idx' 

8x 3 d'S 


6dx 3 

tW'S 

24 d * 4 


yx * 4" 3 jrf* 3 4- d>ov 4 4- &c. 
fld'# 3 4* 4$«? 4 + &c. 
f «f 4 4~ & c. 

I i quae 
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quae fimul fumtac comparentur cum propofita: 

Z = A.v + Y.bx -f- Ccx ' 4 - Ddx 3 + Eex 4 +■ &c. 
fietque comparatione fingulorutn terminorum inflituta : 
a = A 

8 = B — a = B — A 

? = C — 2(j — a = C — 2B + A 

0 = D — 3^ — 38 — a =: D — 3C -f 3B — A 

•&c. 

His igitur valoribus inventis erit fumma quaefitar 

z = AS + + 

idx 1.2 dx 1 

(D- 3 C+ 3B — A> 3 </ 3 S 


f &c. 


1,2.3 dx 3 

feu fi ferrei A , B , C , D , E , &c. differentiae continuae 
more confueto indicentur, erit 

„ AP , AA .xdS , A-A*'d'S , A 3 A.* 3 (f 5 S , „ 

Z = AS -f- — + j— + -— + &c. 

idx 1.1 dx* 1.2.3 dx 3 

fi quidem fuerit uti affumfimus : 

S — a + bx + cx' + dx* ex* -l-fx ' + &c. 

Si ergo feries A , B , C , D , &c. tandem habeat differentias 
conflantes , fumma feriei Z finite exprimi poterit . 

27. Quia fumto c pro numero, cuius logarithmus hy- 
perbolicus eft == 1 , eft : 


= 1+ * + — + 
r 1.2 


— + — + &c. 

I.2.3 I.2.3.4 1 - 2 . 3 - 4-1 


fumatur haec feries pro priori , & cum fit 

_ . dS ddS 

S = e * ent — = e * : - — = e r : &c. 
dx dx' 

Quare huius feriei, quae ex illa & hac A, B, C, D, kc. 
componitur : 

. , Bx , C* 1 , D*’ , Ex* , „ 

AH H H H + &c. 

1 1.2 1.2.3 t>2>3-4 

fum- 
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fumma hoc modo exprimetur. - 
, , *AA , xxb'A . * 4 A 4 A x 

(AH 1 H 1 T «c. ) 

> I 1.2 1.2.2 1.2. 3.4 J 


a + H + I“'L + 

I ; 1.2 


I 1.2 I.2.3 

Sic fi proponatur haec feries : 

17** j_ 2<S* 4 L 37 *_i 


h — + 

1.2.3 I-2 -3-4 1.2. 3.4. 5 


■&c. 


Ob feriem A r B , C , D , E , &c. 


erit A = 2 , 5 

A A = 

A’ A = 


10, 


1 7 - 


2 6 & c. 


3 » 5 > 7 » P 

2 , 2 , 2 &c. 

erit huius feriei : 

2 OX 1 . I7X^^2d.¥ 4 

24 


2 fj*+- r + -V + "r + &C - 


fumma = e r (2 + 3* 4 - xx) = <?* (1 -f- x) (2 + *) ! 

quod quidem fponte patet . Eft enim 

2 * 4 , 2* 4 

+ -7- + + & C- 

d 24 


II 

X 

%* 

H 

2X IX 1 

2 H — H 

I 2 

3*e T = 

. 3** 
3 * + 2 


3 - v 3 


3 * 


+ &c. 


xxe ' 


2 6 

# 3 * 

XX H" — + — + &c 
I 2 


. , . . , , ioxx , I 7 A : 5 , 2 6 x* , „ 

e x (2 -f 3*4-**)=2H- 5* H 1 1 h &c. 

2S. Quae haffenus funt tradita non folum ad feries in 
infinitum excurrentes fpe fiant , fed etiam ad fummas quotcun- 
que terminorum : coefficierues enim a , b , c , d , & c. vel in 
infinitum progredi , vel ubicunque libuerit abrumpi poflunt . 
Verum cum hoc non egeat uberiori explicatione, quae ex 
luftenus allatis fequuntur , accuratius perpendamus . Propofita 
ergo quacunque ferie , cuius finguli termini duobus conflent 
fafloribus, quorum alteri feriem ad differentias conflantes de- 

J i 2 du- 


2J2 
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ducentem confli tuant , huius feriei fumma poterit affignari ; 
dummodo omiflis iflis fa£loribus , feries fuerit fumnubiiis . 
Scilicet fi propofita fit i fla feries 
Z = ha -f- B bx + C cxx 4~ Ddx 1 4* Ee * 4 + 8 cc. 
in qua quantitates A, B, C, D, E, Scc. eiufmodi feriem 
confiituant, quae tandem ad differentias conflantes perducatur; 
tum iftius feriei fumma exhiberi poterit , dummodo habeatur 
fumma S huius feriei 

S = a + bx + cx 1 -f- dx 3 + ex 4 + Scc. 

Sumtis enim ex progrefiione A , B , C , D , E , Scc. diffe- 
rentiis continuis, uti initio huius libri offendimus : 

A, B, C, D, E, F , Scc. 
AA, AB, AC, AD, AE, Scc. 

A’A , A = B, A ! C , A ! D, Scc. 

A 5 A , A • B , A r C , Scc. 

A •* A , A 4 B , Scc. 

A 5 A , Scc. 

Scc. 

erit feriei propofitae fumma 

•7 c a j a a . * 5 ddS . x ^ d * S a*. , « 

Z = SA -f- — - AA 4 A ! A 4 — A * A 4- Scc. 

ldx l.zdx 1 i. 2 . $dx' 

pofito in altioribus ipfius S differentialibus dx conflante. 

zp. Si igitur feries A, B, C, D, &c. nunquam ad 
differentias conflantes deducat , fumma feriei Z per novam fe- 
riem infinitam exprimetur, quae interdum magis converget 
quam propofita ; fique if’a feries in aliam fibi aequalem tranf- 
formabitur. Sit ad hoc declarandum propofita haec feries .■ 

y= ,4-^4-^ + ^ + ^- + 4 + &c. 

2 3 4 5 6 


quam conflat exprimere / , ita ut 

1 — y 

Dividatur haec feries per y , Sc flatuatur 


fit Y = — l(i—y). 

y = *, & 


Y=;Z, ut fit z = — jl{i —y) = —^l(t~x), erit 
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„ , x ' x* , x J , . x 4 . x 4 . . 

Z=i+ — -f 1 1 f- — + &c. 

i 2 ' 3 . 45 . 6 

quae comparata cum ifta : 

S = t+ x + x , + x } + x 4 + x 4 +x 6 + &c. = — — . 
« 1 ■ i — x 

dabit pro ferie A , B , C , D , E , &c. hos valores : 

l 1 i i i . 

1 ’ t y 7 ’ 7 ’ T 

i r i i 

i.z’ 2.3*, 3.4’ 4-5 

1.2 1.2 1.2 

1.2.3’ 2 - 3-4 * 3-45 


i-*.3 


1.2.3.4 2.34.5 

&c. 

Erit ergo A=i;AA = — 4 , A* A =f, Ai A=— ^ &c. 
- _ „ _ 1 


_^S _ 

1 — x 

1 , 

dx 

(1 — x)* 

ddS 

I 

i.a dx 1 ~ 

(l— *)’ 

d S __ 

I 

r.2. 3 dx* 

(1-r-x) 4 


Quibus valoribus fubftirutis orietur fumma 
r x . x * x* 


1 — x 2(1 — x) * 3(1 — x)i 4(1 — *)< + 5(i-*) ( ^ C ’ 

Cum ergo fit *• — / , & Y= — /(1 — y)=y"L- t erit 
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quae feries utique exprimit 

cuius adeo veritas per ante dcruonflrata conflat . 

30. Propofita nunc fit illa feries , ut etiam ufus pateat > 
fi pote flates tantum impares occurrant , Sc ligna alternentur . 

3 5 7 9 n 

ex qua conflat efle Y = A tangj-. 

Dividatur luec feries per y , Se ponatur — = Z, 

n y 

« yy~x; { erit: 




+ &C. 


.3 5 7 9' n 

quae fi comparetur cum ifla : 

S = 1 — x + xx — * 1 + x * — Scc. fiet S = — * — . 

... 1 -f- JC 

« feries coefficientium A , B , C , D , &c. fiet : 


A = 1 

Ii 11 

’ 3 ’ 5 1 7 ’ 9 

aa — — 

2 2 2 2 

1 ’ M * “ s7’ 7* 

A‘A =s 

2- 4 . 2.4 _ 2.4 

3- 5 ' J-S-7 ’ 5-7-7 

A3A = • 

2.4.5 2.4.5 


3-5-7 ’ 3-5-7-P 

A-A s 

24.5.8 


3- 5-7-7 


&c. 


At 
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iiS 


At cum fit 
- i ddS 


s = 


1+tf * 


erit 


</»S 


idx (i+*) J ’ i.zdx* (i+*) 5 * i.i.^dx* 

, & c. 

Quare fubftitutis his valoribus fiet forma Z = 
I . IX 2.4A- * 2. 4. 6 X J 


— I 

(»+*)* 


+ 


1 +* ' * 3 . 5 ( 1+*) 1 3 - 5 - 70+*) 4 

Reftituto ergo x —yy \ & per y multiplicato fiet 
Y = A tang y = 

7 , 2yJ ^ 2. 4^«_ , 2. 4. < 5 . .y* 


+ &c. 


+ 


+ 


+ 8 cc. 


i+yy ' 3(i+yy)' ' 3 - 5 ( I +»')* ' 3 - 5 - 7(*+^) 4 

31. Poteft quoque fuperior feries, qua arcus circuli 
per tangentem exprimitur, alio modo tranfmutari, eam com- 
parando cum ferie logarithmica . 

Confideremus nempe feriem 

Z=i_- + — — — + — — — + &c. 

3 5 7 9 u 

quam comparemus cum hac ; 

_ I A?.** X 3 ■ X* I I . v 

S = -- 7 + ^- T + T -&c 

atque valores litterarum A , B , C , D , &c. erunt 


A =s 

O 2 

4 . £ 


- ; &c. 


* * 3 *’ 

5 ’ 7 



AA = 

1 . + 2 

+ 2 

• • 

+2 

; &c. 


3 * 3-5 

’ 5-7 ’ 

7-P 


A’A = 

— 2.4 _ ■ 

— 2.4 — 2-4 


&c. 


3-5 ’ 

3-5-7 ’ 5 -7-9 



A>A = 

±±1 

# 



3-5-7 

* Sc C. 


Dein- 

✓ 




~v 
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Deinde cum fit S = — — — l(i ■+■ at) ; 
dS i 


«rit 


l.dx 

ddS 

i. ldx 1 
di S 

1.2.3 dx 1 
d- S 

1.2.3.41/« 4 


= 4 


2(1 4- *) 
1 


4(i + *) s 
1 


&c. 


erit igitur SA = S. — 2= 1 

0 1 


1 


2xx 


6 (i + x)i 

1 

8(i+*)«' 


& ex reliquis fiet : 
2.4.*’ 


&c. 


3(i+*) 3-5(i+*)‘ . 3*S*7( *+■*)’ 

Potiatur nunc x =// , & multiplicetur per / fiet! 

Y — A tang y = 

. ii 21 &c. 

3(«-foy) 3-5 (ify*)' . 3-5-7(i+>/) 3 

. Haec ergo tranfmutatio non impediebatur termino infinito 

•i- qui in feriem S ingrediebatur . Sin autem cui fuperfit du- 
bium, is tantum fingulos terminos praeter primum fecundum 
potefiates ipfius / .in feries refolvat , atque deprehendet abu 
feriem primum propofitam refultare . 

32. Habenus eiufmodi tantum feries fumus contemplati , 
in quibus omnes poteftates variabilis occurrunt. Nunc igitur 
ad alias feries progrediamur , quae in fingulis terminis eandem 
poteftatem ipfius variabilis complebantur , cuiufmodi eft haec: 

S = ~~ +■ -j—y + + tt— + &c. -- 

b+X d- t-x 

Hu- 
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Huius enim feriei fi fumma S fuerit cognita, ac per funftio- 

erit differentiando ac 


+ 


+ : 


4- &c. 


nem quampiam ipflus 
per — dx dividendo : 

— dS i 

dic (<r-f-Ar ) 1 (A-J-a?)’ ^ (r-f -*) 4 ' (d+x ) 1 

Si haec ulterius differentietur , atque per — 2 dx dividatur , 
cogno Icetur feries cuborum : 

ddS i , i - r , . t , B 

. — 4- * — + f- — — — — — -p occ. 

2 dx ' (a+x ) 3 ( 6 - hx ) 1 ( c + at ) 3 (</-(-*) 3 

haecque denuo. differentiata , atque per — 3 dx divifa dabit : 

— d>S 1 1 1 , 1 , & 

6 dx 3 (a-\-x) A (&+■*) 4 (c+-*) 4 (d+x) A 

Similique modo omnium fcquentium poteffatum fummae repe- 
rientur, dummodo fumma feriei primae fuerit cognita. 

33. Huiufmodi autem feries fraffionum quantitatem in- 
determinatam involventes fupra in introduffione elicuimus , 
ubi offendimus, fi circuli, cuius radius = j , femiperipheria 
flatuatur = k , fore 

it t . 1 1 1 


=-!+-!- 


r m 
wim— n 


m 


n-ro n-\-m m-m 


-i— + — &c. 

2 tr\-m 3 n-m 


jrcof— x 
n 


r m 

n fin — x 


I 

m 


n-\-m 


Z n-m zn\-m 


3 * 


-m 


+ &c. 


»* , 

Cum igitur pro m & n numeros quofeunque affumere liceat , 
ffatuamus n =s 1 , & m = x ; ut obtineamus feries illi quam 
in §. praec. propofueramus fimiles ; hoc faifo erit : 


— =- +• — • 

fin it x x 1- n 


: + -i- +— &c, 

I + AT 2-A 2 + A $-X 

Kk 
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-f- &C. 


jrcofwx i 1 | 2 

fmjr* x i-* i+* z-x ^ 2 +* 3 ~ x 

Per differentiationes ergo fummac quarumvis potcftatum ex 
his fra&ionibus oriundarum exhiberi poterunt. 

34. Confideremus feriem priorem , fitque brevitatis gra- 
tia _ 5 _ — S , cuius differentialia altiora capiantur pofito dx 
finir* 

cpnltante : eritque 

I t 'I t 1 2 * 1 « . 

S = - -f- ; H T~ -I 

* i—x l + * t—x 2+ar 3— ar 

— dS .11 11 1 ’ 


dx 


L * * * ___ _ 

"(iT*) 1 + (2-*)‘ + ( 2 4-*)’ (3-*) 




aaz 
ldx * 


A 

(l+x)J 

M. 

(2-x)3' 

f (2 + *)5' 


—d' S 

- 1 1 

I 

_JL_i 

I 

I 

6dx 5 

H * (i-*) 4 

T+T 4 ' 1 


W 


d* S 

1 _ . J “ 

I I 

— ~T -1-77 “71" 

1 

‘77737“ 

1 

- TmrVs ■ 

I 

^ (•> 1 5 " 

1 

^ f 7 -*^ * 


— d'S i_ 1 1 1 ,_J * 

+ (^? + ( 2 +*) 4 " ( 3-*) 6 

&C. 

ubi notandum eft in poteftatibus parilius figna eandem fequi 
legem , pariterque in imparibus eandem legem lignorum oh- 
fervari . Omnium ergo litarum ferierum fiunmae invenientur 

7T 

ex differeniialibus expreffionis S = f in nx' 

35. Ad Differentialia haec fimplicius exprimenda ponamus 
fin n x = /> & cof " * = q , erit 

/^>c=r(/«ccofrx= rqdx , & dq s= — npdx . Cum ergo fit 

S =7 <* ic 

^ — i/S 


Scc. 
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— dS n'q 

dx pp 

jds _ = <#>_+ _ ^_+_0 ob pp + qq= . x 

dx* p i p i 

— d i S _ /*>q 6q1 , _ ?r 4 (? 3 + hq) 

dx * * Y/> P* P* 

d * S _ t / ^ 47 4 i. 28 ? 1 . 5\ 5) 

“* V 5 /> 3 P ' />' 

— </ 5 S_ t / 1207’ 1807* 

</x*~ — * ^ p b ^ p* + pp' ’ />‘ 

//‘S fjzoq* , I3207 4 , 5527’ , 5 i^ 

“ =*^“ + —— + — p ~ + P ) : _. 

vel = ?r 'C?" + 1 7P^ l + 4 79?*+ <?I > 

/> 7 • - ■ 

— d ’ S „,30407* , 10920/7’ , 72557’ , 1385? \ 

(— .-+— — +— - + --J 

JT 8 

vel = — (? ? + S 43 ? s + n 8 ??) • 

p 

d'S /403207’ 1008 007* 835547« 245587* * 3 8 5 \ 

~~dx*~ ~ " Jr ' V J? ^ p» + />* . P 3 . P. 

Quae exprdfiones facile ulterius quoufque libuerit continuari 
poliunt, li enim fuerit: 

4 ^ s -,- t .. fic + fc + wr + fcr + to ) 

~ dx “ V +1 r 1 V ; ! r 7 5 y 

erit differentiate fequens fignis mutatis : 

= ,.4-. « iir+H 6- }-— ■ tH&c&c.) 

' J x --+' x \ p"+» -|.(»-i)6jp“ /> ’"'+("■ P" 4 ' 

35. Ex bis ergo obtinebuntur fummae ferierum fupe- 
• riorum §. 34. exhibitarum fequeatesi 

.... /' • . S 
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S = ?r.— 

P 

— dS 7 

1 'J* 


dx 

ddS ■ / 2 q' _I\ 

~Tdx‘ ~~ 2 \ />’ + p) 


— d'S 


6 dx 5 
d*S 


24 dx* 


_*V 6q* . 

6 \ p* ^ p) 

2 47* ■ 28 7* 

~24^ P f P 3 


+ *> 


— d ' s 


^1207’ , i 8 o 7 3 j _ 5 i^^ 

uodx i 

■ = -1 
120 ' 

l p 6 + /> 4 ) 

d'S 

■— — ( 

<7207* 13207« 5527* 

720 dx h 

720 ' 

k. /> r P i P i 

— di S 

7 T* 

/50407 7 109207’ yi 66 q 

\ .It 4 * ^ H 4 a 


13857 ^ 


,/’S 


?r’ 


40320//«* 40320 


^ 403207’ 1008007* _ 835 547* ( 245^87 1 x * 3 ^ 5 ^ 

(A p’ ^ p 7 + p ' 


&c. 


/>* 


3 -». Trademus fimili modo alteram feriem fupra inventam : 

ncoCrx __ 1 i_ , _J i_ 4 - — —+ & c. 

fin»* « 1 — * i4** 2 — * 2 "^-* 3 x 


atque potito brevitatis ergo -j— 
ftunmationes : 


' COf-rX 


tX 


sT, orientur fequentes 


T =— 

— x 


+ 


. 4- &G. 

x — x i-f-« 2~~x a-H* 

~ dT — 1 4 - . 1 1 -j - — +- 1 _. +&c. 

dx ** + (!-x)' + (1+*) ' + (*-)' (H*)’ ddT 
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caput ir. 


x6i 


dJT i_ i_ r £_ , 1 

zdx ' ~~* } ( i -*) 3 "*"(!+*) 3 ( 2_ *) 3 en *)’ 

-* T _ 1 ■ 1 | 1 + _L_ + _L_ 

6dx 1 x* (i-*) 4 (I-HO 4 (*“*) ‘ ( 2 +*)’ 

d'T _ r i_ , r i_ . 

^4^‘ — (i-*) 5 + (l+*)‘ ( 2 ~*) 5 (H*)- 4 

-<*' T 3 , 1 4 ._J_ + _i_ + -i_ 

nodx' x ti (i -*) 4 (i+*)* C 2- *) 4 (ii *) 4 

&c. 


— && 
+ &G. 
— &C. 
4-&C. 


ubi in poteflatibus paribus omnes termini funt affirmativi, in 
imparibus autem figna + & — alternatim fe excipiunt .. 

j3. Quo differentialium horum valores innotefcant , 
ponamus ut ante fin nx — p & cofjra? = ? > ut fa 
pp qq — 1 ; erit dp = n qdx & dq = — Ttpdx .. 
Quibus valoribus adhibitis erit : 
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— d 7 T _J / ^ 040 ?* . 8 4 °o? 


4 ■ 3*9*7* , *7 A 
T /40320 qi , 80 6407 * a_ 4 8 3 8 47 3 a_ 793 *‘ 7 '\ 

r-=* ^ T t' T /> 3 ) 


dx' 
d' T 

^ \ t r ' 

Qu^ formulae facile ulterius quoufque libuerit continuari 
poflunt. Si enim fit 

d’T 


&c. 


i—.-^+as+^+^+fc) 

erit expreflio fequens 

. 1 ,/(■«+ + (»-0(a+^V _, + (»-3)^+>Vr 4 . \ 

t r- j t*'-) 

3^. Series ergo poteftatum §. 37. datae fequentes habe- 


; ix 

A* +>T 


5 7’ — 1> r «» 

bunt fumnunas pofito liar* = /> & coi nx = q. 


T 

— dT 
dx 
ddT 
zdx 1 

— d> T 
6</* 3 

z+dx* 

— d' T 
izodx~ 

d k T 

720 dx k 

— d' T 
5040^ 7 

«rf»T 

40320^ 



&c. 
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40. Praeter lias feries invenimus in introduflione non- 
nullas alias , ex quibus fimi li modo per difierenriatioaes novae 

I t / % 

elici polfunt . Oftendimus enim eflc : — 

r 2 * ix tang^V.v 

7—* + 4-^ + ^ + + &C ' 

Ponamus fummam huius feriei efle = S, 

/. „ * » cof V* 

ut Iit S = — — • • p — —z — , ent 

2x 2VOe lm x ’ 

</S 1 , jt c o(*V x nx 

dx 2xx 4aV* * fin»/* ' \x (fin » 

quae ergo expreflio praebet fummam huius feriei : 


(*' 


:r + ; 


-J + £ + * 

— T (,6~ s ' • T ' 


'*) 3 (4—*)* (?— *) 

Deinde quoque ofteadimus effe : 

* fi»/» 4- t * 




a/* — x 

1 x 


2* 

1 


+ &C. 


r+* 4+* P + At + * 

Quodfi ergo haec fumma ponatur — S , erit : 

f . £ , £ . 1 

dx (« + *)* _f "(.4+*) , ’ t " (p+at ) 1 ^ (t<S+*)*+ &c - 


*(* + *)■ 

At cft 

dS — -_tt irir e iWx 

dx 4xVx — 1 Af ( ff 2 »Vr__ x \j 

T-> r L. * _ f. •_! . • ' 


+-£- 


Ergo fumma huius feriei erit : 


— dS 


4 XV^At f 2 T X — . J 


4*V'* e l-rV x — J ■ *• r '~t) * ZATAf 

Similique modo ulterioribus differentiationibus funimae fequen- 
tium poteftatum invenientur. 

41. 


/ 
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41. Si cognitus fuerit valor produfti cuiufpiam ex fa- 
ftoribus indeterminatam litteram involventibus compoliti , ex 
eo per eandem methodum innumerabiles feries fummabiles in- 
veniri poterunt. Sit enim huius produfli 

(1 -1- a*)(i + 6*)(l + + <S'x) (1 + ex) &c. 

valor s= S , funflioni fcilicet cuipiam ipiius x , erit loga- 
rii hmis fumendis : 

/S=/(i + a*) + l(i + 6*) + /(1 + >*) 4-/(i + &v) + &c. 
Sumantur iam difierentialia , erit divifione per dx inftituta ; 

dS a . S . ? . S ■ o 

27 — ~V f“ ~TT~ ~T — + 17 + &c - 

Sdx i+a* i+fc* 1+^* i-f-ox 

ex cuius ulteriori dirferentiatione fummae poteflatum quarum- 
vis illarum frailionum reperietur ; plane uti in exemplis prae- 
cedentibus fufius expofuimus. 

42. Exhibuimus autem in introduftione nonnullas iftiufmodi 
exprefliones, ad qnas hanc methodum accommodemus. Scilicet 
fi lit k arcus i8o°circuli, cuius radius =1 , oflendimus elie: 

mrt mJT 4 nn — mm \6nn — mm 

ii 11 — . . — . 

2» 2 n 4 nn 1 6nn 3 6nn 

m- nn — mm pnn—mm 25»» — mm 49«« — mm ^ 

2 n : nn pnn 25»;»/ 49«« 

Ponamus n— 1 & m — zx ; ut fit 

_ 1— xx 4 — xx 0 — xx 1 6 — xx „ '. 

fm nx = tcx . • . . — . & c. vel 

1 4 9 10 

I-Af 14* 2-X 24* 3-* 34* 4-* s o 
fm?r*=;r*. — . — . — . — . — . — . — .«c. & 

1 1 2 2 3 3 4 

cof ^ = i feu 
I 9 25 4 ? 

. I — zx 1 + 2* 3— 2* 3 + 2* 5—2* 5 + 2 * » 

cof;r*s; . . . ■. • • Kc ‘ 

1 1 3 3 5 5 

Ex 


\6nn — mm _ 

5 — & c. 
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'£x his ergo expreflionibus , fi logarithmi fumantur , erit : 

lCmnxz=:Ixx+I~+l — +/ — +/ 2 — +/ ^ + &c. 

!’• I 2 2 3 

I±it+; 5I“ + ii±^ + / 5^” + fc 

1 1 3 3 . 5 

43* Sumamus nunc harum ferierum logarithmicarum dif- 

ferentialia , & divifione ubique per Jx faita prior feries dabit : 

xcofn* i i , i. i , „ 

— =- + — + — + &c. 

MJ* X I-x 1 + X 2r-X 2+X l~X 

quae eft ea ipfa feries, quam §. 37. tra£lavimus. Altera ve* 
m feries dabit •_ . ■*. ; ■ • . 

-rrfinjr* — 2 2 z 2 ' J 2 . m 

• r — 1 — h — T + 

colnx i-ix 1 + 2x 3-2* 3T2* 5~2X 

% . • 

Ponamus 2x = x, utfitx = — , & dividamus per — 2erit: 
jrfinJ nz 1 


zcof j nz 1 — z 


+ 


fin^ xz=V 


i-f-z 3— z 3 + * 
Cum autem fit 

I — ' COf.TZ 


f 


5 - 


■ &c. 


_ 1+cofx* 

& cof - rr*=V^ — 

z z 

erit 

xV(i — cofjrz) z z z 2.2 


/(i+cof**) 1 — * i+* * 3 — * 3+* 

feu loco * fcribendo » erit: 
jrV( r- cof ttx) 2 » 2 2 

V(i+cofrx) 1 — x i+x 3 — x 


f 


5 — 1 


- &c. 


f 


3+* 5—* 

Addatur haec feries ad primum inventam: 
ircofwr 1^ 1 , > 1 1 2 ^ 

fianx * 1 — x 1+* * — * 2+x 3 — x 

Mm Atque 


&c< 
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Atque repcrietur huius feriei: 

i . i * * , « , >*-i. 1 

- H ; r — r — I — — “t &c. 

x i—x l + x 2 — x 2+x 3 —Xi 3 + x 

xV(i — cofnx) . jrcofrr* 

Sumina = — -- — , ; — r H t . . At fractio haec 

V^(i+- cofiTAr) finrrx 

— 1 — — . fi numerator & denominator multiplicetur per 
✓(i + cofjtx) ’ r v 

i— coCftx 

✓ (t— cofx*) abit in ’ Quocirca fumma feriei 

erit — — - — , quae eft ea ipfa, quam §. 34. habuimus: un- 
fin xx 

de eam ulterius non perfequemur. 
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DE INVENTIONE DIFFERENTIARUM 
FINITARUM 


V^uemadmodum ex funflionum differentiis finitis earum 
differentialia facile inveniri queant, in initio fufius ex- 
pofaimus , atque adeo ex hoc fonte principium diflerentialium 
derivavimus. Si enim differentiae , quae affiimtae erant fini- 
tae , evanefcant , in nihilumque abeant , oriuntur differentia- 
lia ; & quia hoc cafu plures & faepe innumeri termini , qui 
differentiam finitam conltituunt , reiiciuntur , differentialia mul- 
to facilius inveniri , atque commodius fuccin&iulque exprimi 
poflunt, quam differentiae finitae. Neque igitur hinc vicif- 
fim via patere videtur , a differentialibus ad differentias fini- 
tas afcendendi . Interim tamen eo modo , quo hic utemur , 
ex differentialibus omnium ordinum cuiufcunque funftionis, 
eiufclem differentiae finitae omnes definiri poterunt . 

45. Sit y fiin&io quaecunque ipGus x , quae cum poli- 
to x + dx loco x abeat in y + dy , fi denuo loco * ponatur 
* + </*, valor y F dy fuo differentiali dy +■ ddy augebitur, 
fietque —y 4" idy 4" ddy , qui ergo valor refpondebit ipfiusx 
valori * 4- 2 dx. Simili modo fi ponamus quantitatem x con- 
tinuo fuo differentiali dx augeri , ut fucceffive valores 
x 4* dx ; x 4“ 2 dx ; x 4" 3 dx ; x 4" 4 dx ; &c. 
induat , valores ipfius y refpondentes erunt , quos haec 
tabella indicat : 


M m 2 Va- 


1 
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y*j? u r s es Valores refpondentes funflionis 

* y 

*"+• dx /-f" dy 
x+idx y -j- idy +• ddv 
x-hjdx y-h}dy-h 3 ddy-\- d'y 
»+-41 ix 7 + 4^7 + 6ddy + . 4</ 3 y-f- d*y 
>f + 5 dx y-\- $dy-\- ioddy-\- iod‘y-\- 5 d 4 y-f- d f y 
x -\-6dx /+ 6dyh i$ddy + zod>y -f- i$d*y +-^d i y-\- d ( y 
&c- . &c. 

4<J. Generaliter ergo ft * abeat in * -{- ndx , fiin&io y 
recipiet hanc formam : 

,+j«+ ^ o j, y 

1 1. 2 1. 2. 3 

. »(« — 1) (» — 2) f» — 3) 

+ — — ^ ^ + &c. 

j. 2. 3. 4 

in qua exprelfione, etfi quilibet terminus infinities minor eft 
quam praecedens, tamen nullum praetermifimus, quo illa for- 
mula ad praefens negotium apta redderetur . Statuemus enim 
pro n numerum infinite magnum , & quoniam notavimus, 
fieri polfe ut produ£tum ex quantitate infinite magna in 
infinite parvam aequetur quantitati finitae, terminus feeundus 
utique homogeneus fieri poterit primo , feu ndy quantitatem 
finitam repraefentare poterit . Ob eandemque rationem termi- 
nus tertius — ddy , etfi ddy infinities minus eft quam 

dy , tamen quia alter faftor — — infinities maior eft 

1. 2 

quam », terminus quoque tertius quantitatem finitam expri- 
mere poterit : ficque pofito n numero infinito nullum illius 
cxpreflionis terminum reiicere licebit . 

47. Pofito autem n numero infinito quocunque is nu- 

. . ‘ • mc- 
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mero finito Gve augeatur five diminuatur , numerus refultans 
ad n habebit rationem aequalitatis , hineque pro lingulis la- 
tioribus n — i, n — 2, n — 3 , n — 4 , 8cc. ubique feribi 
poterit n. Cum enim fit 

— ddy — { rtnddy — 7 nddy 

I. -2 I ' 

prior terminus 7 rtnddy ad pofteriorem 7 » ddy rationem tene- 
bit ut n ad 1 , ficque hic relpetlu illius evanefeet ; loco — 

1. 2 

ergo Icribi poterit 4 nn . Simili modo quarti termini coeffi- 

. n(n — 1) (« — 2) • . . » 5 . . 

ciens contrahi potent in — panterque in fcquen- 

1. 2. 3 6 . 

tibus numeri, quibus n in fatloribus diminuitur , negligi pote- 
runt. Hoc vero fafto funftio y, fi loco * ponatur *+«</*, 
■exiilente numero n infinito , fequentem valorem accipiet : 
wdy ^ rtnddy ^n^d l y ^ rt*d*y n'd f y 

* -1 t.2 1.2.3 1 - 2 - 3 - 4 . I- 2 - 3 - 4-5 

48. Cum igitur fiimto n numero infinite magno etiam- 
G dn fit infinite parvum , produthim tidx quantitatem finitam 

• _ - ’ ‘ ce . 

•exprimere polfit , ponamus ndx = ta, ut fit »= — erit uti- 

»* s . • * • 

que » numerus infinitus , cum fit quotus ex divifione quanti- 
tatis finitae <0 , per infinite parvam dx refultans . Valore au- 
tem hoc loco n adhibito cognofcemus , fi quantitas variabilis 

* augeatur quavis quantitate finita oa , feu fi loco # ponatur 

* + co , tum quamvis ipfius funftionem y abituram efle in 

hanc formam : . 

. ady , a' ddy , , <o*d A y r . 

y 4- —f H — -j— , + 7 -: -i j—. + &c - 

idx l.idx 1 i.i.^dx 1 i.i.^.idx* . i- . 

cuius exprefiionis finguli termini perxontinuam ipfius y difle- 
rentiationem inveniri poterunt. Cum enim / fit funftio ipfius 

x . 
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dy ddy d^y 

x , oftendimu; fupra , has funfliones omnes — ; - — : : &c. 

* r ’ dx’dx‘’dx> 

quantitates finitas exhibere . < ' 

49. Cum igitur, dum quantitas variabilis x quantitate 
finita cj augeri affumitur, funttio eius quaeounque y augeatur 
fua differentia prima, quam fupra per Ay indicavimus, 
exiftente 0 = Ax : differentia ipfius y per continuam diffe* 
rentiationem reperiri poterit ; erit enim : 
ady a 2 ddy ad'y a i d*y 

^ = ST + TjP + + TvT. + &c - 


feu 


Ax dv Ax 1 

A r=— 


dd/ Ax' 


d*\ 


*** li *.V . o. 

I dx ^ 2 dx' 6 dx 1 24 dx * 

Sicque differentia finita Ay exprimitur per progreffionem •, 
cuius finguli termini fecundum poteftares ipfius A*- procedunt . 
Atque hinc viciifim patet, ft quantitas x tantum quantitate 
infinite parva augeatur , ut Ax abeat in eius differentiale 
dx , omnes terminos prae primo evanefeere, foreque Ay=dy ; 
fafto enim Ax — dx , differentia Ay abit per definitionem 
in differentiale dy , 

50. Quoniam fi loco x ponatur x -h a, eius funftio 
quaccunque y induit fequentem valorem : 

ady a' ddy co''d l y a*d*y 

> + * + PJP + TSP* 7&P+ &c - 

veritas huius exprefiionis comprobari poterit eiufmodi exem- 

E lis , quibus differentialia altiora ipfius y tandem evanefeunt : 
is enim cafibus numerus terminorum fuperioris exprefiionis 
fiet finitus : 

EXEMPLUM I. 

Quaeratur valor exprej/tonis XX — X ft loco x pona- 
tur x 1 . 

Ponatur yxxxx — x ; & cum * in x +■ 1 abire fta* 
tuatur, fiet m = i, fumtis iam differencialibus erit : ui 

dy 


271 


CAPUT 111. 

Jx t Jx'~- 2 > ZT'^ 0 ’ &c * 

Hinc fiinftio y == * x — x pofiro * + * loco # abibit 
in: t xx — x+l(ix — t) + £. 2t=xx + x. ' 
QuodH autem in xx — - x loco x atlu ponatur x -f- x 
abibit xx iu ** -> *. -l , r - 


abibit 

Ergo 


xx 

< x 


m 

in 


xx 


XX -|- 2* -f- I 
* + I 


~x in xx -f- x . 

exemplum ii. 

patratur valor exprejionis x 3 -f- xx + x , f loco x 
ponatur x + a . ’ J 

Ponatur y = * 3 + xx + x fietque a = 2 : nunc 
^ yz=xi +xx + x 

dy 

J- = 3 **+«+, 


cum fi t 
erit 


/..i 


ddy 

7$= 6X +' 

^e =5 

dx> 

dx* 


o. 


Ex his valor Mionis / = *3 + x* + *,fi pr0 >• (la. 
tuatur x -f- 2 , erit fequens : ‘ • 

* 3 +xx +x+ r( 3 xx +ix+ i) +t(6x +*) + }. 6 

’ 7 xx -f- iyx -f- 14 , qui idem prodit fi a£lu loco x 
lubmtuatur x -f- 2 i 

EXEMPLUM III. 

. Quaeratur valor exprojjionis xx -f 3 x + 1 , (l loco x 
ponatur x — * 3 . J 

Fiet : ergo »s=s — 3; & pofito 

,=*«+ 3 , +I> „ it ± = „+ 3 . .&»*« 
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unde pofito x — 3 loco x funflio x*-f- 3*4-1 a&tbit in) 
x*+ 3 * 4 - * — K** + 3 )+?- 2— - 3 * 4 - 1. 

51. Si pro eo fumatur numerus negativus, reperietur 
valor , quem funflio quaecunque ipfius n induit , dum ipfa 
quantitas x diminuitur data quantitate <a. Scilicet fi loco * 
ponatur x — oj, funflio ipfius x qpaecunque y accipiet illam 

ady a * ddy 03 J d * y fi) 4 d* y 

vjlortm: 

unde omnes variationes , quas fun£lio y fubire potell , dum 
quautitas x utriuque variatur , inveniri poterunt . Quodfi au- 
tem / fuerit functio rationalis integra ipfius #, quoniam- taa- 
dem ad eius differentialia evanefcentia devenitur,, valor varia- 
tus per exoreffionem finitam exprimetur ; ITn autem y non 
fuerit huiulmodi fun£lio, valor variatus per feriem infinitam 
exprimetur, cuius propterea fumma ,- quoniam fi fubflitutio 
a£lu inllituatur, valor variatus facile aflignatur, exprelfione 
finita exhiberi poterit . , ■ • 

52. Quemadmodum autem differentia prima eft inven- 
ta, ita quoque differentiae fequentes fimitibus expreffionibus 
exhiberi poffunt. Induat enim x fucceffive valores * 4 *“, 
x -f- 20J , x -f- 3<a , x 4* 403 , &c. atque valores ipfius y ref- 
pondentes indicentur per y 1 , y 11 , y rir: , y ,v , &c. ficuti in 
initio huius libri poliamus. Quoniam ergo y 1 , 

y iv, &c. funt valores, quos y nancifcitur, fi loco x feribia- 
tur r$fpe£live » + 03 , * +203, -f- 3C0 , * 4-401 , &c. per 

modo 1 demonffrata illi ipfius y valores ita exprimentur : 
ady a' ddy asd*y a*d*y 

■ + — -h + -r-r- + a» 


ady 

’ =' + - 5 T + 


idx 1 7 6 dx l T 24 dx* 

2 ady 40* ddy Sa* d*y i 6 a*d*y 
*+ — +-T— ■ 

8 im 4 d 4 y 


*=y + 


dx T idx' T 6dx x 
30 a/y , j» 43 1 ddy _ 2703 ’ d' 1 y 


+■ &c. 


dx 


dx T ,2 dx 1 6dx i T 24 dx* 

Atady /■ i6<a* ddy 6±a' d 3 f * 25603 4 d* y , 


f &c. 


idx ■ 


6dx i 


& c. 


24 dx 4 


53 * 
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53. Cum igitur, fi Ay, A*y, A ? y,'A 4 j, &c. 
denotent differentias, primam, fecundam, tertiam, quartam, 
&c. fit: 

a 7 —y' —y 

A 1 7 = ^ ' 1 — 27 • -f- 7 

A 3 —y 1 1 1 — 3/ 1 1 +3 y' — / 

A^ 1 ^ — 4y 1 ■ 1 -f- 6y 1 * — 47 1 +7 

iftae differentiae per differentialia hoc modo exprimentur : 
ady . (B 5 ddy a?d'y a>*d*y 

^=77 + 77 .- 7 - + —“ + —-+^. 


A J v = 


dx ' zdx* ' 6 dx 5 ' 24^x4 

_ (2 r -2.1)6 )’ ddy^z * -2.l)(j>» »y ( 2 4 - 2 .l)j 3 4 ^ 4 7 j 
zdx 1 6 dx l z\dx* 


'&c. 


A, (3 , -3.a , -|-3-i) <al ^ } y , ( 3 4 -3- 24 + 3-J> 4 ^ 4 JK , & 

<5i/x ! 24 ^x 4 

(4 4 -4.3 4 4.tf.2 4 -4-i)<» 4 <f 4 7 (4 5 -4.3 s 4d.2 ? -4.i)u> 5 rf 4 7 

■7 


24^*4 


izodx' 


&c. 


54. Quantam utilitatem afferant iftae differentiarum 
exprefliones in doflrina ferierum & progreftionum , cum fpon- 
te patet , tum in fequentibus uberius exponemus . Interim 
tamen in hoc capite ufum , qui hinc ad ferierum notitiam 
immediate redundat, perpendamus. Quamquam vulgo indices 
terminorum feriei cuiulcunque progreftionem arithmeticam, cu- 
ius differentia eft unitas , conftituere affumuntur ; tamen quo 
ufus latius pateat, atque applicatio facilius fieri poflit , diffe- 
rentiam ftatuamus =m, ita ut, fi terminus generalis feu 
is qui indici x refpondet , fuerit y ; fequentes conveniant 

indicibus 

x -f- <n , * -J~ 2<a , x -f- yz ' Scc. 

Quodfi ergo his indicibus refpondeant fequentes feriei termini 

X, X-f-Q, X + 26) , X -f- 36) , X + 4C0, &c. 

y y P , Q, R , 

finguli ex y eiufque different iali bus definientur hoc modo: 

Nn P 


+ &c. 
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Q=j v+ 


itody 
dx 


^ady 

R =y +~77 + 


S =y+ 


dx 

4 ady 

'IT' 


a' ddy 


0 ) 3 j 3 y 


co*d 4 v 

+ &C. 

2 dx* 

+ 

d</* • 

+ 

24 dx* 

4“ 1 ddy 

X 

8 <i) 3 </ 3 jf 


i6to*d*y 

1 O, - 

zdx 1 

T 

6dx * 

T 

24dx 4 

T" &C. 

^03 ! ddy 

4 , 

zya'd i y 

4 _ 

8iw 4 </ 4 ^ 

+ &c. 

2 dx ’ 

T 

6dx * 

1 ■ 

24«/* 4 

1 60 J 5 <h/y 

zdx 1 

+ 

64« 5 </ 
6dx> 

+ 

2^6co*d*j 
24 dx* 

'+ &c. 


Sic. 


55. Si hae exprefliones a fe invicem fubtrahantur, in 
differentias non amplius ingredietur y , eritque 

7 ' -f- &c. 


V - y z=z a Jl + ~ d ^l + 

dx 2 dx 1 6dx 1 

+ 7®'d*y 

dx zdx 2 


24 dx* 

, , o. 

i — h &c, 

24 <1* 


aha uax' 24 ax^ 

K ^ Q -A + ^^ + !^£_y + ^AZ + s<.c. 

dx 2 dx 1 6 dx i 24dx* 

S _ R _^dy, 7 ^ddy, I 7 <*'d'y ly^d^y 
dx 2dx 1 < 5 </x ■ 24^* 4 

•-p c °dy cu'ddy 6m'd'y ^6^*d*y 

i — c>= — — ( 1 — 1 (- « c. 

dx 2 dx' 6 dx » 24dx* 

& c. 

Si hae expreffiones denuo a fe invicem fubtrahantur , etiam 
differentialia prima fe deliment ; ciitque 

2 to' ddy . 6 a'd l y . i 4 <A*d A y , _ 

Q — 2P + jy = — — y ~ + ■ + &c. 

^ 7 2(/x’ 6(/*3 24^* 4 

2co‘ddy , I2&>3fl'»y <0 a*d*y 

R — 2Q+P= — — -f — —— + 


2 </x uux* 

2<a*ddy . lSmdiy . noc o*d*y , 

— 2 R + Q = ■; — — + ; 4 ; + &C. 

2 dx 1 6dx 1 24 dx* 


6dx 3 

£ 03 ^ 

6 dxl 


24 1/* 4 
roto 4 </^ 

24 </* 4 


-f &c. 
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lia ’ ddv 

T-zS-f-R = — — ' + 

2 dx* 


’4to» d'y ip 4<n*d*y 


6dx 5 
&c. 


24 dx* 


* 7 i 

+ &c. 


His autem denuo a fe invicem fubtraftis differentialia quoque 
fecunda ex computo egredientur: 

6 co , d , y z 6 cd*d*y 

R— 3O + 3P— - /— - + &c. 

3X - 3 1 6 dx » 2 4 dx 4 

_ , 6 u i d i y 6 cCO*d*y , „ 

S — 3R + 3Q — P = - — - — - -f 3 — — + &c. 

^ 6 dx> ' 24 dx* 

T- jS + jR - Q= ±l±l + + Jtc 

ddx } 24 dx 4 

fubtraelionem autem ulterius continuando fiet : 

S- 4 R + tfQ— 4 P+> = ^~— + &c 

2 41/x * 

T — 4S-MR — 4 Q + P = — + &c. 


2 4 dx 4 


atque 


1200 5 d 5 v 

T — 5S + 10R — 10Q+ sP — y = — + &c. 

5 6. Quodfi ergo y fuerit funflio rationalis integra ipfius 
», quia eius differentialia altiora tandem evanefccnr, hoc mo- 
do procedendo tandem ad exprefiiones evanefcentes pervenie- 
tur . Cum igitur iftae exprefiiones fint differentiae ipfius y , 
earum formas & coefficientes diligentius perpendamus : 

y—y , 

<a dy <u*ddy a^d^y m 4 d 4 y co s d ! y 

A '= -£ +--f 4 


2 dx' T 6dx 3 ^ 244^ 4 ^ i2od# 5 ^ 


A 'y- 


a^ddy 3<» 3 d ; .y ju*d*y 15 <a'd 5 y 31 <n‘d*y 


. j ' I / f J \ J 1 Rrr 

dx * 3dx 3 3 <4 dx 4 3 - 4 * 5 ^* s 3 . 4 . 5 .dd*'' 

&) 3 d 3 y 6a*d*y zy&dy poaa'’d'y ^oia 7 d'y 

Ai S = ~~ + -^r + 7^T' f '7TXZJ+7T7Z7„’+ &c - 


dx 3 


4 -5dx s r 4> 5 .( 5 dx‘ ^5.5.7^*’ 
Nn 2 A 
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zj6 


A *y = 
A (y~ 
A 'y — 


a* d*y 

dx 4 
a' d'y 

dx 5 

a u d b y 

"~ 7 x~ 


ioa b d*y 65(0* d*y 

5 </x s ^.tSrfx'’ 

150V 6 / 14CM 7 d 7 y 

6dx b 6.7 dx 7 

zia 7 d 7 y z 66 a> % d'*y 

ydx 7 ^ 7.8 dx* 

&c. 


350 a 7 d 7 y 
+ 5 .6.7 A» 7 + 


1050(0* d*y 

+ ~7.^8 aT^ 

16+6(0'' d 7 y 

7.8.p^A! ’ 


4 &c. 
4. &c. 


In quibus feriebus quemadmodum denominatores procedant, 
clarum eft ; numeratorum autem coefficientes ita formantur, 
ut quivis coefficiens numeratoris fit aggregatum ex fupra liante 
& praecedente per exponentem differentiae multiplicato . Sic in 
ferie differentiam A 'y exprimente, efl 2646— 1050-h 6.266. 

57. Confideremus quoque feriem eandem ftmul retro 
continuatam , quae continet terminos indicibus 

k — «0 ; x — 2«; x — 3«; &c. refpondentes : 


x-4«; 

x-3»‘ x-2 

v: x-tu : x 

; *+«; *+*<■ 

>1 *+3“ > *+4“ 

r t & c. 

*, 

»» 7 > 

/>, > 

p, Q, 

s, 

& c. 



Cum 

igitur fit: 




ady 

a* ddy 

<0 i d , y 

t a*d*y 


P —> ~ 

dx + 

2 dx 3 

6dx > 

24 dx* 



iady 

4 a 1 ddy 

!8w » d *y 

i6a*d *.j> 

&r 

q—y - 

'~d 7 + 

2 dx 1 

6dx J 

24 dx* 

IA C» 

i « y 

jcodv 

“ h 

pa'dd / 

zya 7 d*y 

, 81« *d*y 

— &c. 


dx 

2 dx * 

6dx 1 

24 dx* 



4 vdy 

1 6a ! ddy 

6+C0 3 d*y 

256(0* d*y 

— &c. 

s—y- 

dx 

2dx 2 

6dx 3 

24 dx 4 





&c. 



erit his 

valoribus a 

i furerioriL 

usP,Q,R, 

S,&c. fubtrahendis : 

P-P 

ady 


d*y 

a^d^y 

&c. 

2 

~ ‘‘dx 

6dx* 

1 2odx 4 

Q. 7 

lady 

8co 

% d x y , 320 'd'y , 

&C. 

2 

dx 

6 dx J 

120 dx f 
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R — r itoJy 27to‘*d’y 243G )'d'y 


S — s 


dx 

40 ody 

dx 


+ 

+ 


6dx } 

6 ^co i d'y 


+ 

+ 


120 dx ' 
1024 w ! d 'y 

izodx * 


277 
+ &c. 

-f- &c. 


6dx 5 
&c. 

fm amem termini hi ad fuperiores addantur , tum , quemad- 
modum hic differentialia parium ordinum deerant , differen- 
tialia imparia ex computo egredientur . Erit enim 


P -f - p u ! ddy 


/+ 

a±i-,+ 

2 

R + r 

--=/ + 
S + r 


2 dx’ 
4“ 5 ddy 

~ 7 dx 1 

J i/</y 

2 dx' 
160)’ ddy 

2 dx 1 


a *d*y 

24 dx* 
1611* d*y 

2$dx* 

%ia*d*y 

24 dx* 
25601* d*y 


+ 


oi f ' d 6 y 


+ 


72odx t 
644 )'' d^y 

7iodx i 
729M 6 d h y 

72odx 6 
40 p6tji 6 d'’y 

72odx i 


-f- &c. 
•f & c. 
+ & c. 
-f &c. 


24 dx 4 
8cc. 

58. Quoniam termini antecedente 1 : omnes exprimi pof- 
funt , ii ii in unam fummam colligantur , prodibit feriei pro- 
poiitae terminus fummatorius . Refpondeat Icilicet terminus 
primus indici x — non , eritque ipfe terminus primus = 
ncody n , co , ddy » 5 <a % d’y n*<£*d*y 

y T— + 


&c. 


dx ' 2 dx* 6dx % 2\dx* 

Cum igitur terminus indici x refpondens fit =y , terminorum- 
que omnium numerus fitt=#+i, erit fumma omnium a pri- 
mo ad ultimum y indufive fumtorum feu terminus fum- 
matorius = 

ady 


(»-{-i)y — 
+ 


dx 

G> 2 ddy 


( 1 + .2 + 3 + 
( 1 + 2 5 + 3 •• + 


+ ») 

+ »•) 


2 dx '■ 


27 ? 


a' d^y 

6 dx 1 
<a * d*y 

i+dx* 

a i d f y 

1 20 dx 5 
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( 1 + a J + J 3 -t- • 

• • +»’ ) 

( 1 + a 4 + 3 4 + • 

• • +» 4 ) 

( I +2‘+3 s + . 

• • +*’ ) 


& c. 


59. Supra autem fingularum harum ferierum fummas 
exhibuimus, quae li hic fubfli tuantur , erit fumma feriei no- 
ftrae propofitae = 

(”+ 1 (t*w+t») 

+ ~~[~7 (i »* +7 »» + ?») 

CJ > ^ 5 V 
^ 4 y 

+ — + **) 


24 dx‘ 
«a 5 d'y 

izodx s 


&C. 


ubi n dabitur ex indke termini primi , a quo fumma com- 
putatur . Ita fi ponatur <3 = 1 , & index termini primi fit 
=3 x , fecundi =2 , & ultimi = x , ita ut haec feries fit 
propofita : 

1 j 2 » 3» 4 > * 

a \ . ^ r 

erit huius feriei fumma (ob x — » = 1 & » = * — 1) 

J y „ , ^ 

= */ y x — (***—**) 

+ —7"— (7* 1 — \*X + i») 

2rfA? ’ 
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2 79 


+ 


+ 


(?* 4 -T* *+->*) 

-**♦+>• -fr*) 




120 dx ' 
d* ?_ 

720 </jt 6 


■G*‘— >«+-fr»4 — J rJr .) 

-H* 5 — i** + :jr*) 


&c. 


i> 


60. Ex hac fummae expreflione , quia coefficientes 
vehementer augentur , fi x fuerit numerus magnus , parum 
utilitatis ad doflrinam ferierum redundat; interim tamen iu- 
vabit aliquas proprietates inde fluentes commemoraffe . Sit 
terminus generalis y — x’ , atque terminus fummatorius per 
Sy feu S. x * indicetur. Qua defignatione ubique adhibita erit: 
\xx — k* —S.x — x 
7* 3 — ix’+jx =S.x 3 — x‘ 
jx * — 7 * 3 + ;*x:=S.* 3 — x } Scc. 

Quamobrem ex fuperiori expreflioue obtinebitur: 

S. *’’ = #" "l " 1 — w"~‘S.Ar + nx° 


. ”( H ~ 0 .-.r , . 

i X'S.X 3 x 

I. 2 I. 2 

n(n — i)(n— 2) . x(n — l)(» — 2) 

- -*»- 3 S .* 3 + - x n 

1. 2. 3 1. 2. 3 

&c. 

At cum fit 

(1 — i)" = o= i — » + — ddi ;i&c 

i. 2 1. 2. 3 

»(» — 1) »(» — 1)(» — 2) 

erit i -f- — ^ — &c.=i , 

1. 2. 1. 2. 3 

ideoque excepto cafu » — o, quo i fla exprefiio fit =0. 

S. 
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i. 2. 3 


&c. 


»(»-l)(»-2>'»-3) 

- ^ — ■ — - ■. v* 71 — 4 

X. 2. 3. 4 


61. Quo tam veritas quam vis huius formulae clarius 
perfpiciatur , evolvamus fingulos cafus, fitque primo » = 1, 

• „ , _ . , _ xx +- -v 

entque : S.x = x’ -f-x — S.x , lJeoque S . x = , 

quemadmodum fatis couftat . 

/ * Ponamus ergo n = 2 , & erit r 

S. x * = x 3 -f* xx — 2* S. x 4 "S. x * , . 

quae aequatio, cum utrinque termini S. x* fe tollant, idem 

XX+X 

dat, quod praecedens S.x— St fit » = 3, erit 

S. x 3= zx*-hx * — 3x*S.x + 3xS.x* — S.x 3 , ideoque 
S.x 5 = r x S.x* — } x ’ S. x -f f* 1 (x -f- 1) , 
fi ponatur n — 4 prodibit : 

S.xl = x 5 -|-x 4 — 4* »S. x + 6x 1 S.x' — 4x S.x 5 +S.x 4 , 
unde ob S. x* deftruflum erit: 

S. x 3 r= 4 x S. x 1 — x 1 S. x -f- 4 * 3 (x + x) 
a cuius triplo, fi praecedentis duplum fubtrahatur remanebit: 
S. * 3 = r x S. * 1 — 4 x 3 (x + 1) . 

Si pcJnatur n = 5 fiet : 

S.x 5 == x 6 + x 5 — sx 4 S.x+ iox 3 S.x* — iox > S.x* 

+ 5x S. x 4 — S. x 5 
(eu v 

S.x s =rxS.x 4 — 5x J S.x 5 + 5x 3 S.x* — ± x* S.x 

+ 4 x*(x+i) 
atque ex n = 6 fequitur : 

S.x 6 = x 7 + x 6 — 6x 3 S. x + 1 5x 4 S. x 1 — 2ox 3 S. x 3 

+ 15 x*S.x 4 — - <fxS.# s + S. 

feu 
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feu 

-i L ,-x*S.*»-K*’S.x 1 — #«S.* + ix*(#+i). 

6 2. Ex liis ergo generaliter concludimus , fi fuerit 
n = rm + 1 fore : 

S.x 1 " +■= — — xS.x*"-- — — — V — — — - - xiS.x 1 ”-' 

2 2. 1. 2 2. 1. 2. 3 

— . . - . — (im£i)x *" s.x + 1 **" +, (* + 1 ) . 

«> 

Sin autem fit n—2m -f- 2 , quia termini fe mutuo 

deftruunt , reperietur : 

s. , .. H~ = IZLil ,s V-- S„ -™ + „ S., — ■ 

- 3 - 4 - 


2 . 3 


2 . 


'(*+ 0- 


— . . . . — X IW S.X -| X 7 

im ±2 

Duplici ergo modo fummae potellatum imparium ex fummis 
potellatum inferiorum determinari . polfunt : atque ex varia 
combinatione harum duarum formularum infinitae aliae for- 
mari polfunt. 

<>3. Multo facilius autem fummae potellatum imparium 
ex antecedentibus definiri polfunt : atque ad hoc quidem fuf- 
fici* folam fummam potellatis paris antecedentis novifle . Ex 
fummis enim potellatum fupra exhibitis confiat , numerum 
terminorum fnmmas conftituentium , iir paribus tantum pote- 
ftatibus augeri , ita ut fumma poteftatis imparis totidem con- 
fiet terminis , quot fumma poteftatis paris praecedentis . Sic 
fi poteftatis paris a?*” fumma fit: 

S.x" = ax*’ -H -f gx" -f- 5 .**"— — (Sx*’-J *f- £x"-5 — & c. 
vidimus enim , poft terminum tertium alternos terminos defi- 
cere , fimulque ligna alternari ■ hinc fumma fequentis potefta- 
tis x“*+* invenietur, fi finguli illius termini refpeflive mul- 
tiplicentur per hos numeros: 

2» 3- x ’ 2n ± 1 2n 4. 1 m\ 1 2» 3. 1 ^ 

2» 4. 2 ’ 2» 3. 1 * 2 n ’ 2 » — 1 ’ 2 n — 2 ’ 

Oo non 
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non omittendo terminos deficientes ; eritque ergo 

„ . 2»+I . , 2»4-I„ . . 2» + I 

S.x” +' = — - — ■ — - — ox*’ 1 -J fix'-' 

2» + 2 2» + I 2 n 

2« + I „ , 2» + t 2» + I , . „ 

<Jx -| £x”-4 U *■“* + &C. 

2 n — I 2» — 4 2» — 6 

Quodfi ergo confiet fumma potcftatis x*', ex ea expedite 
fumma fequentis pot.-ftatis x*‘ ■+■ formari poterit • 

6 4. Haec fequentium fummarum inveltigatio etiam ad 
potefiates pares extenditur ; quoniam autem harum fummae 
novum terminum recipiunt , hic per ifiam methodum non 
invenitur, ex natura tamen ipfius feriei, qua confiat, fi po- 
natur x — 1 , fummam quoque fieri debere =r 1 , femper 
erui poterit. Vicifiim autem femper ex fumma cuiufvis pote- 
ftatis cognita praecedentium potertatum fummae inveniri po- 
terunt. Si enim fuerit: 

Sje"= ax” +1 -f- (Zx" -f- Jx’ - 1 — $x”— * +£ar"~ s — 
erit pro poteftate praecedente : 

«-LI n. (n — 1) (n — 2)» 

S. x” -1 — — ax" 4. —Sx ’- 1 4 ^x ’— 1 Sx ” +X&C. 

n r n + n 7 n 

hineque ulterius regredi licet, quoufque libuerit. Notandum 
autem eft tfle perpetuo a = — — & S — £ , uti ex formu- 

lis iam fupra datis apparet. 

6 5. Attendenti ftatim patebit fummam potefiatum x "~ * 
prodire, fi fumma potefiatum x n differentietur , eiufque difle- 
rentiale per ndx dividatur ; eritque adeo 

d.Sx" — ndx. Sx" — 1 & quia eft d.x’ — nx’~* dx ; 
erit d. Sx"— S. nx"~ 1 dx — S.d.x’ ; 
ex quo inteliigitur differentiate fummae aequari fummae dif- 
ferentialis : ita in genere fi feriei cuiufp : am terminus genera- 
lis fuerit = y & S/ eius terminus furr matorius ; erit ruo- 
que S.dy — d .Sv : hoc eft fumma difierentialium omnium 
terminorum aequatur differentiali fummae ipforum termino- 
rum. 
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rum . Ratio autem huius aequalitatis facile perfpicitur cx 
iis, quae fupra de ferierum difTerentiatione attulimus. Cum 
enim fit 

= x) * + (*— • + — 3 )* + (* — 4)" + &c. 

erit 

d Sx " 

— — = *’-»+(«- !)'-+(* -2)— + (*- 3 ) — + &c. =S. x'~‘ 

quae demonftratio ad omnes alias feries patet . 

66. Revertamur autem , unde digrefli fumus , ad diffe- 
rentias funftionum, circa quas adhuc quaedam annotanda funt. 
Quoniam vidimus , fi y fuerit funftio quaecunque ipfius x 
atque loco x ubique ponatur x + ca , functionem y adepturam 
elfe fequentem valorem : 

ca dy co 1 ddy tu * d*y a* d* y to » s « 

y+ j. — -f t — 4- y 1 p. . 

idx i.zdx 1 i.i.j.dx 1 T i.i.j.+dx* i.i. i.+.^dxs ' 

haec expreffio locum habebit , five pro co quantitas quaecun- 

3 ue conflans accipiatur, five etiam variabilis, ab ipfa x pen- 
ens . Inventis enim per differentiationem valoribus fraftionum 
dy ddy d*y . 

£>^> 7,7 i &c - in faa ° nbu s «*, &c. variabilitas 

non fpe&atur , hineque perinde eft five co denotet quanti- 
tatem conflantem , five variabilem ab x pendentem . 

67. Ponamus ergo effe co = ar, atque in funflione y loco 
x feribi x — * = o. Quamobrem fi in functione ipfius x qua- 
cunque y loco x ubique feribatur o , valor funflionis erit hic : 
xdy ^ x 1 ddy x^d^y x*d*y 

idx 1.2 dx 1 1.2. idx 5 1.2. i-^dx* ^ C ' 

Haec ergo expreffio femper indicat valorem, quem funftio 
quaecunque y induit , fi in ea ponatur * == o , cuius verita- 
tem fequentia exempla illuflrabunt : 

EXEMPLUM I. 

Sit y — xx +- ax + ab , cuius valor, fi ponatur x — o, quae- 
ratur, quem quidem confiat fore rr ab 

O o 2 Cum 
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y — xx 4* xx -f- ab 

dy , 

— = i. + a ; 




erit 
d dy 

1. 2 dx' 

ideoque prodibit valor quaefitus 
~ xx 4" ax -f- ab — * (2* -f- a) +■ xx . 1 ~ ab. 

EXEMPLUM II. 

Sit y — x s — 2* + 3, cuius valor, pofito x~o , quaera- 
tur , quem conltat fore =: 3. 

Cum Iit / = * 4 — 2* + 3 erit 
dy ddy d 'y 

Tx=**x-2 ; = 3 * ; ~^ =1 

obtinebitur valor quaefitus 

= x 5 — 2* -f- 3 — *(3** — 2) -f- xx. 3* — x 5 . 1 ~ 3 . 

EXEMPLUM III. 
x 

Sit y— — , cuius valor pofito x=o, quaeritur, quem 
confiat fore = o . 

Cum fit y = — j erit ~ = ■— — ; 

«/«/f 1 d*y 1 „ 

— 7 — = — ; — e— — • &c. 

1.2 dx* fi-*) 1 1.2.3 dx* (i-x) 4 

Hinc erit valor quaefitus 

= - 4- —* -L. 4- — 1 — &c. 

l-x (l-x) x (1-*)» (l-x ) 4 ( 1 -at) * 

huiufque ergo feriei valor eft = o. 

Quod etiam hinc patet, quod haec feries primo termino 

x XX X 3 . • 

truncata 1 &c. fit feries geometrt- 

(t-)* (i-*)’ ^(i-*) 4 

x x 

ca, eiufque fumma = - = — ; unde va- 

’ H (1— x)*+x(t— x) i-x 

x x 

lor inventus erit = ss o . 

I-A' i-at 
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EXEMPLUM IV. 

Sit y = r*, denotante e numerum, cuius logarithmuv 
hvperbolicus eft unitas , & quaeratur valor ipfius y fi pona- 
tur x == o , quem quidem conilat lore = i . 

. dy ddy 

Cum fit yz=.t a ; erit ^ = e*; — = e*; 

ideoque valor quaefitus erit 
e r x' ^ e* x 4 

1.2.3 1. 2.3.4 


8 cc 


e* x xx 
1 1.2 

/ X , XX 

\ 1 1.2 


1 . 2.3 

X 


+ 


X* 


8i c. 
■ &c 


1.2. 3.4 

xx x 3 


) 


At fupra vidimus fcriem 1 ( + &c. 

r 1 1.2 1.2.3 

exprimere valorem e~ r , erit ergo valor quaefitus utique 


EXEMPLUM V. 

Sit y — fin x , atque polito x = o manifeftum eft 
fore y = o , id quod etiam formula generalis indicabit. 

. . . dy r 

Cum enim fit y zz fin x ; erit — = coi x ; 

ddv . d 3 y . d* y r , 

— ■ = — fin x ; - — = — cof x ; — fin x ; occ. 

dx 1 dx> dx* 

erit pofito x = o valor ipfius y hic: 
x’ . . 


fin x cofx — - — finx-f 

1 1.2 1.2.3 


cofx + 


1.2. 3.4 


fin x — &c. 


eft = fin x ( 1 - 

XX X* 

X 4 

\ 

X. 2 I-2.3-4 

1 - 2 . 3 ... 6 


. / x x 5 x* x^ \ 

— cofx ( 1 h & 1 -. ) 

\ 1 1.2.3 I- 2 - 3 - 4-5 1-2-3 •••• 7 J 


lia- 
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CAPUT 111. 


liarurn autem ferierum fuperior exprimit cof x , inferior au- 
tem fin x , unde vaior quaefitus erit 

s= fin x.cof* — cofx. fin* := o . 
d 3 . Hinc igitur viciffim cognofcimus , fi y eiufmodi 
fuerit funflio ipfius x, ut ipfa evanefeat, pofito ar=o, tum fore 
xdy xxddy x , d , y , x*d*y 

y tx 


+ • 


• 8ic. = o . 


I dx ' i.zdx 1 i.2.3</* 5 1,2. 3.4 dx* 

Unde haec eft aequatio generalis omnium omnino funftionum 
ipfius x, quae dum fit ar = o, fimul ipfae evanefeunt . Et 
hancobrem ifta aequatio ita eft comparata , ut quaecunque 
funflio ipfius x , dummodo ea evanefeat evanefeente x, loco/ 
fubllituatur , aequationi perpetuo fatisfiat . Quodfi vero / 
eiufmodi fuerit funftio ipfius x, quae pofito x = o, recipiat 
valorem datum = A , tum erit : 


‘ ddy 


i'd> 1 


+ • 


x*d*y 


Scc. e= A . 


xdy 

^ 1 dx i.zdx 1 1.2.3 d» 1 ' i.2<3.4i* 4 

in qua aequatione omnes continentur funfliones ipfius * , 
quae pofito ar = o, abeunt in A. 

69. Si loco x fcribatur zx , feu ar-f-ar , funftio quaecun- 
que ipfius x , quae defignetur per y hunc induet valorem 


x 


'd'\ 


x*d*y 


• &c* 


xdy x 1 ddy 

1 dx i.zdx 1 1.2.3 dx* 1.2. 3. 4 dx* 

Atque fi loco x (cribamus nx , hoc eft a: + ( » — 1) x fun- 
aio / accipiet valorem fequentem : 

, (»— 1 )xdy , (n — i) 1 xxddy , (»— i)*x'd'y , „ 

y t — — 1 — — TT 1 7“ — 1 - «c- 


1 dx 


i.zdx 1 


1.2.3 dx 


Sin autem generaliter pro x /cribamus / , funaio quaecunque 
/ ipfius x , tranfmutabitur ob r = x r — x 
in formam fequentem : 

( t—x)dy (t *) 1 ddy ( r —x)*d s y , „ 

y -f J 1 : 1 + Scc. 

idx i.zdx 1 i.z.^dx 3 

Si 
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Si igitur v fuerit talis funftio ipfius t y qualis y cfl ipfius*, 
quia v ex y nafcitur , poiienio t loco * , erit : 

(t x)dy , (t—x)'ddy (/ — , „ 

v —y H 1 — 1 — ; r &c. 

idx 1.2 dx x l.l.$dx^ 

cuius veritas quibufeunque exemplis comprobari poteft. 


EXEMPLUM. 

Sit enim / = xx — x : manifellum elt polito t loco x 
fore vz=.tt — t , quod idem exprellio inventa declarabit . 

Nam ob 


dy ddy 

y — xx — x : erit — = ix — 1 ; & — ■ — = 1 : 

7 ’ dx ’ 2 dx' ’ 

unde fiet 

v — xx — * + (r — x) (ix — i)+(r — x )* = 

XX X+ 2 tX 2XX t-hx-f-ft 2 tX-\-XX — tt — t. 

Si itaque y fuerit eiufmodi funflio ipfius x , quae polito 
x = a abeat in A j ob t = a & v = A fiet 


A = + <*=? pi i + + 

idx 1.2 dx 1 1.2.3 dx 1 

huicque ergo aequationi omnes funfiiones ipfius x , quae fafto 
x = a abeunt in A , fatisfaciunt . 


CA- 
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CAPUT IV. 

I)E CONVERSIONE FUNCTIONUM 
IN SERIES. 


7 °. 


I n Capite fuperiori iam cx parte oflenfus efl ufus , quem 
exprefliones generales ibi pro differentiis finitis inventae ha- 
bent in invelligatione ferierum , quae valorem cuiufque fun- 
ctionis ipfius * exhibeant. Si enim y fuerit funCtio data 
ipfius x , eius valor quem induit pofito * = o, erit cognitus ; 
hicque fi ponatur = A , erit uti invenimus : 
xdy x % ddy x i d , y x*d*y 

y — ■+- — — ; 1 &c. = A . 

dx i.idx 1 1.2.3//* 3 1.2.3.4 dx* 

Hinc ergo non folum habemus ferient plerumque in infinitum 
excurrentem , cuius fumma aequetur quantitati conflanti A , 
ctiamfi in lingulis terminis infit quantitas variabilis * , fed etiam 
-iplam fun£tionem y per feriem exprimere poterimus, erit enim : 
. xdv xxddy . x*d } y x*d*y 

y = A + -r 1 7— + -- — + & c. 

dx i.zdx* i.z.^dx* 1.2 .3.4A 4 

cuius exempla iant aliquot funt allata. 

71. Quo autem haec inveftigatio latius pateat , pona- 
mus funCtionem y abire in z , fi loco x ubique feribatur 
ita ut z talis fit functio ipfius * + <a , qualis y efl 
ipfius x , atque offendimus fore : 

a* d* y 

7 +&c. 


u)dy (0 * ddy a 1 d* y 

~—r + ~r + — — +— —tt + 


dx l.zdx % 1.2.3//* 


l.i.-$.\dx* 


Cum igitur huius feriei finguli termini per continuam ipfius 
y differentiationem ponendo dx conflans inveniri , finiulque 
valor ipfius z per fubflitutionem * -f- a in locum ipfius * a£tu 
exhiberi queat; hoc molo perpetuo obtinebitur feries valori 

ipfi- 
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ipfius 2 aequalis, quae G oj fuerit quantitas vehementer par- 
va , maxime convergit , atque non admodum multis terminis 
capiendis valorem ip!ius z proxime verum praebebit . Ex quo liu- 
ius formulae in negatio approximationum uberrimus erit ufus . 

72. Ut igitur in inligni huius formulae ufu offendendo 
ordine procedamus, fubftituamus primo in locum ipfius v 
funfliones iplius x algebraicas. Ac primo quidem fit y~x'' ; 
eritque fi x + o loca * ponatur z 2= (x -f- a) * . Cum igitur fit: 

dy - ddy / . - . . 

-7- = nx ; ■- — = n(n-i)x"~* 
dx ’ dx 1 v J 

(] 5 y (J 4 y 

— =n[n-iXn-z)x—* ; — = »(»-i)(»-2)(«-3)*— ♦ 

Scc. 

his valoribus fubfiitutis fiet r ' . " ‘ 

y . n n(n-i) n(n-l)(n-i) . » 

(x L r S) " = * * i — x"~~ 'Ui x 1 to ! + X * 1 4- ® cc ‘ 

1 I. 2 I. 2. 3 

quae eft notiflima expreJio Neatoniana , qua potcftes bino- 
mii (af-|-co)" in fericm convertitur. Huiufquc feriei termi- 
norum numerus femper eft finitus , fi n fuerit numerus inte- 
g:r aifirmativus. 

73. Poterimus hinc quoque progreffionem invenire, 
quae valorem poteftatis binomii ita exprimat, ut ea abrum- 
pat ar, quaties exponens poteftatis fuerit numerus negativus. 

Statuamus enim 

« = —7—; erit * = (* + ©)»=(_ — — ) 
x + h v ' 'x + u' 

ideoque habebitur : 

n *’ u *' *»(w— 1) C»— 2 » * -f- &c. 

(< 4 - 0 * I.2(xf»)* I.2.3 (x4-M > ) J 

dividatur ubiq te per x J ", eritque 

(*»-=«- - — — x )JLT^ - fc 1 + &c. 

i(»+h) 1.2'xf.»)' I.2-3(x4-«) 1 

Pp Po- 
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CAPUT IV. 


Ponatur nunc — n = m ; prodibitque 

. . mx m u nt(m±i)x m u* ni(m±i)(m±i)x’” u f . 

X — : — — X X&C. 

+ i(*+») J.2(*4«)* I.2.3 ( x i u )* 

quae feries , quoties m eft numerus integer negativus , finito 
terminorum numero conflabit . Haec igitur feries aequalis eft 
primum inventae , fl pro a & « fcribantur u & m • 
erit enim inde 

. . mx n ~'u m(m~ l)x"~ 

(*+«)"=*’" 4. 4- 


I I. 2 ^ I. 2. 3 

74. Haec eadem feries quoque deduci poteft ex ex- 
preflione initio §. 70. data. Cum enim, fi pofito x=o, 
abeat y in A fit: 

xdy , xxddy [x'd*y . x*d*v 

y 7— H — : H 7 &c.=A, 

dx i.zdx * i.2.3rfjc • i.2.3.4^x+ 

ponatur ^=2.(x + *)"J eritque A = o"; & ob 

j-z=n{x + ay- * ; 


dx' 


d* 


= i) (»— 2)C*4-*) , “ 5 ; &c. fiet 

(x-[.a) * x(#4.tf)“ _, -f* — -X* ( X 4 '0* - * = 4* 

I I. 2 

dividatur per ^(x-J-*)", atque prodibit: 

. . na-*x , n(n— l)a~"x' 

(xU)-"=a-~’ t :+“ — 7^— , &C. 

v + i(x 4 *) r.2(x4<»)* 

quae pofitis refpeflive u , x & — m pro x , a & » orietur 

feries ante inventa. 

75. Si pro m ftatuantur numeri fra£H , ambae feries in 
infinitum excurrent, interim tamen fi « prae x fuerit quan- 
titas valde parva, vehementer ad verum valorem convergent. 

Sit igitur m — yl & * = , erit ex ferie primum inventa: 


CAPUT IP. 


2 pl 


. .7 / pG 4-11 ) uu a’ „ \ 

ULu) =^( I±— J_— — . — i—- -. — l&c.) 

x T ' \ T v.a" T V. 2» a « T r. zv. 3» «»» T / 

Series autem pofterius inventa dabit: 

/.. J . m* . Km+O»* , n(nv)(n* v ) u ' . c. \ 

v \ v( 4 ' 4 «) r.zv^ 1 ’ 4«)* i». 2».3»(<» r +«)» T / 

Haec autem pofterior feries magis convergit quam prior, 
cum eius termini etiam dccrelcant , fi fuerit «> 4 r , quo ca- 
fu tamen prior feries di vergit. 

Si igitur fit /a = i, >' = 2, erit 

V(a' tu)=za( i 1 — ± — — — + 7 — — 1- & c. 

^ + 2 (a ! f aj 2.4(4- 4- «) * 2.4.5^ '4«)* 

fimili modo pro v ponendo numeros 3,4,5 &c. 

manente /i — 1 , erit : 

' . / 1 « 1. 4. « 1 r. 4. 7 u 5 

V(a 5 4 «) := 4 ( 14 ; — r 4 ■ — 4 - — - — ; : f- &C. 

^ + ii a 1 4 - ") ^ 3 A" + “J * + 4 -I- «0 5 

• , . / 1 U I. 5. «* 1. 1. 9« J 

vw*>=* ( , 4- — — + - # -r + — + - 8 — + fc 

* , „ , / 1« 1. d «* . 1. 6 . II «' 

n-' + «) = *( 2 -t- — — + — - . — -1- ~ — + &c ' 


5(414«) 5.10(454«)* 

&c. 


5.10.15(4*4«)» 


7<J. Ex his ergo formulis facile cuiufque numeri pro- 
pofiti radix cuiufvis potelfatis inveniri poterit. Propofito 
enim numero c quaeratur poteftas er proxima , five major li- 
ve minor : priori cafu « fiet numerus negativus , polleriori 
affirmativus. Quod fi vero feries refultans non iatis conver- 
gere videatur, multiplicetur numerus c per quampiam poteffa- 
tem puta per f ’ , fi radix dignitatis v extrahi debeat, & 
quaeratur numeri f* e radix , quae per f divife dabit radi- 
cem numeri c quaefitam . Quo major autem accipitur nume- 
rus f, eo magis feries converget ; idque imprimis, fi quae- 
piam funilis poteftas 4' non multum ab f’ c difcrepet . 

Pp 2 EXEM- 
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CAPUT IV. 


EXEMPLUM J. 

Quaeretur radix quadrata ex numero 2. 

Si fine ulieitori praepaiatione ponatur a— i & u=i fiet 


v , 2 = I+ J_ + _L-i_ + _!l3_^ + &c> 

2.2 2.4.2 1 2. 4-6.2» 

quae etfi iatn fatis convergit, tan.cn praeflabit numerum 2 


ants. per quadratum quodpiam uti 25 multiplicare, ut pio- 
dufiuni 50 ab alio quadiato 49 minime dilcrepet. Hancub- 
lem quaeratur radix cuadtata ex 50 , quae per 5 divifa da- 
bit V 2 . Erit autem tum a ~ 7 & »< == 1 , unde fiet : 


v^5° = 5/2 = 7 ( 1 — — + — — — — | — — 4. 8 cc. ) 

; v r 2. 50 2.4. 50 1 2.4.6.50» r J 


✓2 = 7(1 + — + — , 2_ + — 

N ICO 1CC.2CO icc.2cc.3c0 ' 

quae ad computum in fradlionibus decimaliLus inl.itucndum 
cit aptifl.ma. 

Erit enim 



praec. in ~ 

pracc. in v ' „ — 

praec. in = 

praec. in = 


4ccccccccccco 

i4ccccccccco 

2iccccccco 

25ccccco 

612500 

11025 

•2C2 

3 


Ergo V 2 — 1 , 4142135623730 

EXEMPLUM JJ. 

Quaeratur radix euiica ex 3. 

Multiplicetur 3 per culum 8, & quaeratur radix cubica ex 

24, erit enim V 2 4 =• 2 V' 3 • Ponatur ergo 
<* = 3 & • u ~ — 3 , eritque 
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3 


v 24 = 3 (^Jii + ±J +&c .) 

V 3.14 v<5.24 1 _ 3.6.C.2.4 3 ./ 


& 


feu 


3.14 j.< 5 . 24 ' „ 3.6.P.24 3 

V 3 =t ( i -J- + Jl±—jL+l. + S[a ) 

' 3.8 3.6.6 ' 3.<5.f.8 J / 

vj = ( (— l + j - 4 --- 4 -z- 4 &c) 

24 24 48 24 48 72 / 

quae feries iam vehementer convergit, cum quiiilct terminus 
plufquam cflies minor lit pt;eceder.te . Sin autem 3 multi- 
plicetur per cubum yip f.et 2187, & 


V 3 = H ( 


V 2187 = V (1 3 : — ic) s= p v 3. 
Erit erso cb * 2^ 1 3 & 1= — jo 

1.4.10' 1.4.7. io 3 


‘e" 1 
l.JO 


— — + &'C. ) 

3.6.P..2167J y 


. .3- 2187 T 3.6.2187' 3- _ 

cuius quivis terminus plufquam ducenties minor elt quam praeccd. 

77. Evolutio binomii potellatis tam la'e patet , ut 
omnes funfliones algebraicae in ea comprehendi queant. Si 
enim ver.gr. quaeratur valorhuius funftionis V(a-\- zbx-\-cxx) 
per feriem expreflus, hoc per praecedentes formulas, duos 
terminos tanquam unum conftderando iieri poterit. Deinde 
vero haec explicatio heri poterit ope expreflionis primum 
traditae: nam li ponatur V{a -f- zbx + cxx) zz y , quia polito 
x — o fit y — V a y erit A & cum diflerentialia ip- 

ftus y ita /e habeant: 


dv 

dx 

ddv 

77 ‘ 

d l y 

77 

d*y 

dx* 


b + cx 


-T~= + 


+ zbx -i- cxx) 
ac l>b 

(a 4- zbx -f cxx ) 1 
3 (bb — ac)(b -f- cx) 


(a + Z.bx-{ cxx) * 

7 /lb — cc)(ac — <ybb — 8 bcx — 4 crx x) 
(*+ 2 bx + cxx)' 


Ex 
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Ex his ergo obtinebitur: 


•j(a\.ibx\.cxx)~ 


(b-\-cx)x (bb-ac)xx _ (bb-»c)(b+cx)x * 


L. 

^(/7 4- 2 £*+<"**) 2(<7+2^-(-r>rj:) 1 CArjf) 1 

(W-ar)(5^-«»f+-8ir* , 4-4rrArAf)jf ♦ ^ ^ 


Z(a-\-zbx-\-cxx)‘ 

Qiio.lfi ergo ubique per V (* + zbx +-cxx) t multiplicetur 
feries fiet rationalis , eritque 

(bb -ac)xx 

Va(a+zb*+exx)=a+ibx+c»c-(b+cx)*- ——— - 

(bb-ar)(b\-cx)x' (bb — ac)($bb — ac-\-8bcxj-ycxx)x* ^ 

%(a-\-zbx-\-cxx) ' 
five 

(bb — ac)xx (bb-ac)(b4-cx)x * 


2 (a-l-.lbx-t-cxxj * 


v' .? -f- ibx J-rxx)=/'H 


\/a z(a\-ibx4‘Cxx)Va 2(a4-zbx4-cxx)*s/a 
yS. Tranfeamus ergo ad fun&iones tranfcendenrcs , quas loco 
y fuoftituamus. Sit itaque primum y = /x,ac pofita»+uJ lo- 
co x fiet z=/(*4-&j). Sint autem hi loganthmi quicun- 
que , qui ad hiperbolicos rationem teneant n : i , eritque 
pro logarit limis hyperbolicis n = i & pro tabularibus erit 
? ;=o, 43 + 2 p 4 . 4 Sipo 32 . Hinc differentialia ipfius y—Ix erunt : 
dv ' n ddy n d'y m 

— = _ • — = • — — — • 8i c. ex quibus con- 

dx * * dx' x 1 * dx> x' 

na) i fl» 4 

— X &C. 
♦ r 


&C- 


ficitur : 


na na ’ 

l(x + a) = Ix 4 - + 

' ' X 2X* IX' 


4* 


Simili modo fi a ftatuatur negativum, erit: 

na na 1 na' na* 

I x — a) = Ix &c. 

x 2 x* 3 x» 4 » 4 

Quodfi ergo haec feries a priori fubtrahatur , Ser 

,*4-u> /» . tu’ . fi)* . o> 7 . „ \ 

/ = 2 n[- -{- + 4 r + &c - J 

x — a \ x * 5 * * yx 7 / 


79 
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CAPUT ir. 
7 p. Si in ferie primum inventa : 


ponatur to 



na 1 

, nCO > 

1 “ 

na* 

f 

X 

2X * 


4* 4 

XX 

• 

9 

erit 

H 

+ 

8 

II 

nx 

• 

M — X 



« — X 


2P5 


+ &c. 


/(*+“)= /*+/* — /(«-*)=/* 4 


nx 


nxx 


/(*—*) = /« 


nx 


h — m a(« — x)* 

atque 

nxx » x 3 


& 
+ &c. 


u — x 2 (u-x) M z( u ~x ) 1 

fumtoque x negativo habebitur : 


+ ficc. 


nx 


+ 


nxx 


+ 


«x 5 


nx* 


^ K + K ' 2(«+*) m ‘ 3(“+*)* 4(«+*)* 

Harum ergo ferierum ope Jogarithmi expedite inveniri pote- 
runt , fi quidem feries valde convergant . Huiufmodi autem 
erunt fequcntes , quae ex inventis facile deducuntur : 

/(*+ j)s=/x+nf- — -j !r + &c *^ 

\ x ixx 3* 3 4 * 4 / 


/(*—!) = /*— n(— + —?— + — l — + -~- +&c.) 

\* 2 XX 3* 3 4* 4 / 

quae duae feries , cum tantum lignis a (e invicem difcrepent , 
fi ad calculum revocentur, ex logarithmo numeri x cognito, 
eadem opera logarithmi amborum numerorum x+i & *— I 
reperientur . Deinde ex reliquis feriebus erit : 

/ (*+i) = ^-0+ *»(“■ + — l -r + ~^~7 + —T + & -C-') 

■ T V * . 3* » 5*5 7X 4 J 

/(,-,) + *<•) 

/(, + ,) = fa + .(^ + ^^_ + _L_ +{ cc.) 

fio. Ex dato ergo logarithmo numeri x , logarithmi 

nu- 


CAPUT IV. 


numerorum contiguorum *-f-i & x — i facile inveniri po- 
terunt; quin etiam ex logarithmo numeri x — t logarithmus 
numeri binario maioris Sc vici/fim eruetur. Quod quamvis 
in Introduflione uberius fit ollenfum , tamen hic quaedam 
exempla adiungemus . 

EXEMPLUM I. 

Ex dato numeri io logarithmo hypcrbolico , qui ejl 
2,3025850^2^4 o > logarithmos byperbolicos numerorum u 
(y p invenire . 

Quoniam haec quaefti» logarithmo; hyperbolicos fpeflar,. 
erit »■= 1 ; ideoque habebuntur lue feries: 

/1 i=/io +- — I — -f- — 1 ,L_ 4. _ r _ &c 

10 2. IO 1 3. 10 i 4. io 4 5. IO’ 

1,1 r 1 I r 

10 2. 10 4 3. io’ 4. io 4 5. IO' 

Ad quarum ferierum fummas inveniendas, colligantur termini 
pares & impares feorfim , eritque 


— O.IOOOOOOOOOOOO 

10 

I 

2. 10* 
1 

IO ! — 0 , 000 3333333333 

1 

4. IO 4 

r 

— U.JUUUU L JUUUJUU 

5. 10* 

I 

6 . io 6 
1 

7. IO* • ^ J/ 

I 

8 . io" 
I 

p. IO' 
I 

IO.IO ,J 

I 


12.10'* 

fumma = 0,1003353477310 

fumma 
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CAPUT IV. 

Summa utriufque erit . . . 
Differentia ambarum erit 


2 97 

0,10531*051 55577 
<W 53 ioi 79 3o 43 


Iam eft 

tio = 2,3025850^29^40 

Ergo 

erit 

/xi = 2,3978952727983 


& 

/9 — 2,19722457733*3 

Hinc porro 

erit 

/3 =1,098*12288**81 


& 

l 99 = 4 , 5 P 5 “ 7 8 5 °i 34 <J 

E X E M P L 

U M II. 


Ex logaritbmo byperbolico numeri 99 nunc invento inve- 
nire loiaritbmum numeri 101. * 

Adhibeatur ad hoc feries fupra inventa: 


/(*+!)= /(«— i) f 1 + — + — + -^-+&C. 
v ' v * 3** 5*s 7*^ 

in qua fiat tf=ioo; eritq^e : 


hoi-lp?-\ -| 

100 3. 


^ 7 -\ 

IOO* 5. IOO 5 7. IOO? 


-I-&C. 


cuius feriei fumma ex his quatuor terminis colligitur 
= 0,020000***70** , quae ad l pp addita dabit 
/ 10x2=4, 5x5x205x5841 2. 

EXEMPLUM IIL 
Ex dato loaarithmo tabulari numeri 10, qui eft — 1 , 
invenire loparitbmos numerorum 1 1 & p . 

Quoniam hic logarithmos communes tabulares quaeri- 
mus, erit n — o , 4342944819032 , polito ergo x = xo erit: 


■ &c. 


/11 

= /xo 4- 

— 4 * 

IO 

n 

4. ” 4. 

n 

2 . IO’ 

3, 10 > 

4. xo 4 

19 


n 

n 

n 

n 


10 

2. xo s 

3. IO.’ 

4. IO 4 


0.9 


Co!- 
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Colligantur termini pares & impares feorfim 


H 

= 0,0434294481903 
= 0,0001447548273 
= 0,0000008 585889 

n 

IO 

» 

2. 10* 
n 

3. IO* 

H 

4. IO 4 
n 

5. 10* 

n 

6 . io* 
n 

7. 10 1 
n 

r IJ jVj UUwUU vvW 

= 0,0000000000482 
— 0,0000000000003 

8. 1 o* 
n 

9. 10» 
n 

I 0 . 10 1 ® 

n 

1 1.10” 

12.10“ 

fumma 

=- 0,0435750878593 

fumma 

Aggregatum ambarum efl 


Ditierentia earum eft 



Cum ergo fit 

1.10 


Erit 

/11 


& 

b 


Hinc 

1 3 


& 

/99 


E X E M P 

L U M 


— 0,0000000000043 
= 0,0000000000000 


= 0 , 04575749 ° 5 <* 0 ? 
= 0,041 35>2<58 5 1 583 


I - A 1Z. XVI i i-. U 1 » • 

Ex logaritbmo tabulari numeri 99 hic invenit» invenire 
logarii bmum tabularem numeri 101. 

Adhibendo hic eandem feriem, qua in Exemplo fecun- 
do ufi fumus, habebimus: 

lioi — /99 + mf — • H i ■ "I" & c - ^ 

uoi V. IO o 3.100* 5.100* ) 

cuius feriei pofito pro n valore debito , fumma mox repe- 
O yO / _0 . ~ 01110 O AA 1 


rietur = 0,0085851791849 

ad /99 e= i.995<??5i945975> 
/ioi = 2,0043213737829 


quae addita 
oritur 
8 x. 
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CAPUT IV. 


2 99 


Si. Tribuamus nunc in expreffione noltra generali y va- 
lorem exponentialem , fitque y = a x , polito x + <a loco x ; 
erit *=sa'+*, cuius valor ob difTerentialia : 


dy x . 

E=' u ' 


ddy 


dx' 


W‘i -jT 7 — aX (^)*; &c - erit 


a 11 +• 


= ..r I+ rii + ^cai + 2^iL +te \ 

V I I. 2 I. 2. ? J 


quae fi dividatur per a* prodibit feries valores quantitatis 
exponentialis exprimens, quam fupra in Introduftione iam 
elicuimus: nempe 

+ sa. 

I I. 2 I. 2. 3 1.2. 3. 4 


Simili modo fumto a negativo erit: 


Cula (U * (la) 1 

a -u — x -| 


cu i (la) i ^a*(la)* 


a m \.a~ 


I I. 2 I. 2. 3. 1.2. 3. 4 

ex quarum combinatione oritur 
<0 *(/«)' a*(la)* ( a i {la) s i 


■ & c. 


&c. 


1. 2. 3* 4 1. 2 ... 6 

a" — a~" cula , a *(/*)» , <»?(/,») J , „ 

— j -f — + _L_£_ + &c. 

2 1 1.2.3 I-2-3-4-5 

Ubi notandum eft la denotare logarithmum hyperbolicum 
numeri a. 

82. Huius formulae ope ex dato quovis logarithmo nu- 
merus ei conveniens reperiri poterit. Sit enim propofitus lo- 
garithmus quicunque « ad canonem, in quo numeri a loga- 
rithmus = 1 ftatuitur, pertinens. Quaeratur in eodem canone 
logarithmus * proxime ad u accedens, fitque * = * +0; nu- 
merus autem logarithmo x conveniens fit —y=a x i erit nu- 
merus logarithmo u :=*+<» refpondens = <* * ■+* =z ; fietque 
ala . &)*(//?)* CD *(/<»)* . a*(la)* 


/ ala , 

■■—y ( 14- — H 

\ I 1.2 


+ 


-t-Scc. 


-) 


1.2.3 1 - 2 - 3-4 

quae feries ob u numerum valde parvum , vehementer con- 
verget , cuius ufum fequenti exemplo declaremus. 


3 oo CAPUT ir. 

EXEMPLUM. 

Quaeratur numerus i fi i binarii poteftati , i’ 1 aequalis. 

. H 

Cum fit 2 *+ = 16777216 , erit 2 1 = 2 xi rn xxi , 

fumendifque logarithmis vulgaribus , erit huius numeri loga- 
rithmus = 16777216 /2. Cum autem fit: 

/2 = o,3oio2j;pp5663<?8iip52i373S85> 
numeri quaefiti logarithmus erit .• 

5°5°445 ? 2 5P733 <5 75S , 3 I0 3P 0<s 3 
cuius chara&eriltica indicat numerum quaeiitum exprimi 
5050446 figuris, quae cum omnes exhiberi nequeant, fuffi- 
ciet figuras initiales aflignaffe , quae ex mautiffa 
1 2 57733^75P3 2C 3P°^3 = » 

invefligari debent. Ex tabulis autem colligitur, nume- 

rum cuius logarithmus proxime ad hunc accedat fore 
18.101 = 1, 818; qui ponatur/; cuius logarithmus 
At = o,25P5P3878885p48644, unde erit 

go= o,ocoi3P7P7046cpo4ip . Cum iam fit 

c=io -erit 

/o==2,302585 op2pp 4Q456S4ci7ppi4 & 

ulaz= 0,00032 18P45P43723P8 Deinde erit 


ala 

1 

6 ) 3 (Ja) 1 

I. 2 


y c= 1,818000000000000000 

y = 58520437256P020 

/ e= P4187C62064 


a'(la)l 

I. 2. 3. 
a»Qa)* 

1.2. 3.4 






10 1061 00 

813 


1 8 1 858 52 p 8 56P7 37PP7 
haeque funt figurae initiales numeri quaefiti , 
gurae excepta forte ultima funt iuflae. 


cuius 


omnes fi- 
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83. Confideremus quantitates tranfcendectes a circulo 
pendentes, fitque uti perpetuo ponimus, radius circuli = 1 , 
atque / denotet arcuni circuli cuius finus x feu fit y ~ A 
fin x . Ponatur x + co loco jr, eritque z = A fin ( x + w ) : ad 
quem valorem exprimendum quaerantur difierentialia ipfius y : 


dy 1 ddy 

dx ^(i~xx) ’ dx 1 

d*y px-{-6x i 


+ x 


d*y 
dx * 


I ■+■ 2.Y.V 


dx* 


x 2. » 

(l~Xx) 1 
2Z^X 4" doox J + 1 20X * 


d'y p-h7 2x* -h 24X 4 

dx i 


dx 


{l-xx)' 

5 cc. 

.(1— xx)~ 

Ex his ergo invenitur : 

, . „ „ , 00 . co : .v , tat(i+2xx) 

A fui (a-+co)= A fin x 4 4 - 4 

V(i-xx) 2(1- xx) 1 6( 1- xx'y 
o*(px+6x’-) Q<(p+72x , + 24x*) ^ 

24(1 — xx )* i 2c( 1 — xx) * 

84. Si ergo cognitus fuerit arcus, cuius finus cfl=xr, 
huius formulae beneficio inveniri poterit arcus, cuius finus 
eft a-4-co, fi fuerit co quantitas valde parva. Series autem 
cuius fumma addi debet , exprimetur in partibus radii , quae 
ad arcum facile reducentur: uti ex hoc exemplo intelligetur. 
EXEMPLUM. 

Quaeratur /rrcus circuli , cuius Jinus e/l —7 — 0,333333333?. 

Quaeratur ex tabulis finuum arcus, cuius finus fit proxi- 
me minor, quam {, qui erit 19% 28', cuius finus eft = 
0,3332584. Statuatur ergo 19° , 28' , = A fin x —y erit 
x =2 0,3332584 , & ea = 0,0000749 , atque ex tabulis 
V^(i — xx) = cofy= 0,9428356. Erit ergo arcus quaefi rus z, 

• r , • , co cogo fin y 

cuius linus = 7 proponitur =19°, 28*4 — 4 t^~ ■> 

cofy 2 cofy J 

quae expreffio iam fufiicit; erit ergo per logarithmos calcu- 
lum inllituendo : 


CAPUT iy. 


la > =s 5,8744818 
/cofy = 9,9744359 


a 


l — — = 5,^000459 
cof y 


6 ) 


cof/ 


= 0,0000794412 




l - — = 1,8000918 

co(/ J 
fin y 

l — 7 — = 9 , 5483451 

coi y 


*> 34 S 437 0 
/2 = o, 30x0300 


^'finjt 
2cofy 5 


1,0474070 


<a*fin/ 

— — r — 0= 0,000000001 1 

2 C 0 f/» 


Summa = 0,0000794423 

(]ui eft valor arcus ad 19°, 28* addendi , ad quem in minu- 
tis fecundis exprimendum, fumamus eius logarithmum 
qui eft 5,9000518 

a quo fubtrahatur 4,6855749 

1,2144769 

cui log. refpondet num. = 16, 38615 

qui eft numerus minutorum fecundorum ; fra&ionem vero in 
tertiis & quartis exprimendo fiet arcus quaelitus 

= 19’, 28', 16", 23>", IO 1 ', 8' , 24 r ' . 

85. Simili modo expreflio pro cofinibus eruetur ; po- 
lito enim /ssAcof* ; quia eft dy = — 

| 1 J -V(i — xx) ’ 

feries ante inventa invariata manebit, dummodo eius figna 
permutentur . Erit itaque 

a> <o*x <u 3 (i-}-2arAr) 

l £" 

^(i-xx) 2(i-xx)‘ 6( i~xx)‘ 

co*(9x + 6x i ) co s Cp + 7 2 x 2 + 24-*"*) 


A cof(* + u) = A cof# - 


24(1 — xx) * 


•& c. 


120(1 — x #) T 


Digitized by Google 



3°3 


CAPUT n\ 

quae feries pariter ac praecedens vehementer femper conver- 
get , fi ex tabulis finuum proxime veri anguli excerpantur , 
. . . . a> 

ita ut plerumque unicus terminus primus — fufficiat. 

Interim tamen fi x fuerit ipfi i fcu finui toti proxime ae- 
qualis, tum ob denominatores admodum parvos illa feries 
convergentiam amittit . His igitur cafibus , quibus x non 
multum ab i deficit, quoniam tum differentiae fiunt mini- 
mae, commodius utemur folita interpolatione. 

85 . Ponamus quoque pro y arcum cuius tangens datur, 
fitque /e= A tangar & A tang (x-f a) ita ut fit 
,ady o'ddy <a'd*y 

z =’ l+ 7 ; + Tj— + ~tj 7 > +s “- 

Ad quos terminos indagandos quaerantur ipfius y fingula dif- 
ferentialia : 

dy X ddy — 2x d*y — 2 + 6 xx 

(i+xx)' ’ 


dx 1 + xx * dx* 
d*y 24X — 24*- 5 d'y_ 

dx * (1 + x*) 4 * dx'~~ 

d h y — yiox + 2400AT 9 — 7 20* ? 

dx* (i + arar) 6 


dx i ( 1 -f- xx ) } 
24 — 24O* ' + I 20* 4 


unde colligitur fore: 


(1 +*•*)* 

; & c. 

A tang (x + <a) = A tang x ■+■ 


w co*x <aJ , • x <a 4 , N , 




ea" 


-(* * - * ' -J. x) + &c. 


(i+xx)> v ” —rt, (!± xx )t 

87. Haec feries, cuius lex progreflionis non adeo ma- 
nifefta eft , tranfmutari poteft in aliam formam , cuius pro- 
grefiio ftatim in oculos incurrit. Ponatur in huuc finem 

a . - cof» 

A tang* — po° — u , ut fit .v — cotw = — — : erit 

unw 


CAPUT ir. 


3°4 


i 4 -atx = — — , unde fit ^ = ^ — = fin«*. Cum dein- 

finw 1 dx i + xx 


— du 


de fit dx = = , feu du — — dxRnu* , fiet ulteriora 

fin a 1 

differentialia fumendo : 

— 0 . — 2 du fin u cof u — du fin 2« = — dx fin u\ fin 2« 

dx 

ddy „ ,. 

ideoque ~ * fin »<’. fin 2« . 

-f— L — — du fini*. cofa. fiu2» — du fini* 1 cofiia — — du fin*. fin3« 
zdx 1 

— dx fin *’ fin 3« 
d~y 

ideoque — 7-— = + fin a } . fin 3 u 
4 i.idx } 


d*y 


1.2.31 i# 1 
ideoque 


=2 du fin a*. (cofa.fin 31* +■ fin a.cof 3«) =s du fin u\ fin 4 u 
= — dx fin u*. fin 4« 


d'y 


d*y 


i.i.^dx 


= — fin u*. fin 4» 


1.2.3.4*/** 


ideoque 


— — */i*fin«*(cofi<fin4« + fin».cof4i*)=— i/«.fin« , .fin 5 * 


d*f 


i-\-dx(mu'Sm 5 » 
= -f fin «'‘.fin 5 u 


1.2.3.4 dx i 

& c. 

Ex quibus colligitur fore: 

Atg(*fa)=A.tg*.|- — fna.fna — — fn^.fnaaq. — fn« 3 . fn3« 

1 2 3 

a 4 ce* - ci 4 . , ^ . 

fn» 4 fn 4 » -f fn« ? .fn 5 w — fna 5 fnd« -f-3cc. 

4 5" 

ubi 


Digitized by Google 


— 1 


C A P U T IV. 


5°5 


ubi cum fit Atg*=y & Atg* = po* — h, erit y^=po ° — «. 
88. Si ponatur Acot* = y Sc A cot (*-f.<a) = * ; erit 
ady t n*ddv , a>*d*y a*d*y 


’ , =r + ^ + rr*. 


4 - 


+ 


+ &C. 


ili.jdx* 1.2.3.41/* 9 

Cum autem fit dy = — — , termini huius feriei congru- 

ent praeter primum cum ante inventis, exceptis tantum li- 
gnis. Quare fi ponatur, ut ante A tang x=zpo ‘ — «, 
ieu Acot*— h, ut fit »=/; erit: 

O o) 1 6)1 

A cot(* 4 -o)— A cot* - — fmn. finn 4. — fin« s .fin2«- — fin#’fin3» 

0) 4 6) 5 

+ — fin* 4 . fin 4u fin«*.fin 5« -f-&c. 

4 5 . 

quae expreflio immediate ex praecellente fequitur : quia enim 
dl A cot ( x + <u ) ;= jio — A tang ( x + <» ) 

& A cot x~ $0 — A tang»; erit 

Acot(* 4 -oo) - Acot* = - A tang (*+«) + A tang a:. 

89. Ex his expreflionibus multa egregia corollaria 
confequuntur, prout loco x & u> dati’ valores fubftituantur . 
Sit igitur primum* = 0; & cum fit u — A tang* fiet 

u = 9 o” ; atque fin«=t; fin :#=o;fin 3«= — 1 /fin 4«=o; 
fin 5«= 1 ; fin5«^=o; fin 7»= — 1; 8cc. unde fiet 

01 «0» to 5 w 7 w 9 «” . „ 

A tang 03= 1 — • 1 r occ. 

. 1 . 3 . 5 7 P . 11 

quae eft notiffima feries exprimens arcum , cuius tangens eltrr ca. 
Sit * = 1 , erit Atang * = 45 ° , ideoque u = 45 ° , hinc 

fin u = — - ; fin 2« = 1 ; fin in = — - ; fin 4« = o ; 
V* * r 2 

fin 5 « = — — ; fin 6 u — - 1 ; fin 7« = — 6“ 8 " = 0 

fin oh = — &c. Ex quibus fit : 

^ A 

Rr A 
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u’ 


7.1 5 
— &c. 


306 

a 01 *«» a' , ©* 

A.g(. + «,) = 4S-4-- — +--p + ^~ 

o’ «*• ^ «#“ <d ,j a’* 

p.32 10.32 11.64 13.128 14.128 

Si igitur fit o=-i;ob Atang(i4©) = o, & 45"=^ fiet: 

7 =— + — + - L T 

4 i.2 2.2 3.2 1 


5 -i 



<5.2 ’ 

I 

10 . 2 * II .2 * 

qui valor fi loco arcus 45° fubfiituatur in illa exprefiione 
erit: Atang(i +•©) = 

041 <a ’4i <a 5 4i ojs-i w 4 -i <o»-i 
1.2 2.2 + 3 .2* 5.2 3 ^6.2 3 7.2 4 

Illa autem feries maxime eft idonea ad valorem ipfius— pro- 

4 


+ &c. 


xime inveniendum 


\ — — +-— 4 

4 1.2 2.2 


Cum fit 

I 1 1 I B 

f- & c. 

<5.2 1 7 A 4 


3-2 1 . 5-2. 1 

termini autem in denominatoribus habentes 2, <5, io, &c. 

1 + &c. exprimunt r A tg j : erit 

2.2 <5.2 3 10.2 J 14.2 1 

— = r Atangx-f — 4- — — &c 

4 T 1.2 T 3 . 2 * 5 . 2 * 7 . 2 4 p. 2 * t ii. 2 4 

In altera autem formula pofito © negativo , cum fit 

1 

+ 

-Atang(i-<a)= ^ 


4 

1 . 

I 

1 

i 1 1 

4 &c, 

2.2 

+ 3-2‘ 

5.2 * 6.1 * 7. 2 4 

05‘ 

0) 3 

©* <a* ©r 

^ 1 _____ 1 - 

- &c. 

2.2 


5.2 5 + 6. 2 1 + 7.2 4 

fiat 

» = i; 

erit: 

A 


Digitized by Google 


I 


CAPUT IV. 


3°7 


A tang f = 


L + — + — 
1.2 2.2 3.2’ 


~ 1.2* 2.2* 3.2* 


5 . 2 * 

5.2 * 6.2 » 


6 . 2 * 

1 


7.2 4 

I 


-f &C. 


7.2’ 


' & c. 


& terminis per 2 , 6 , 10 , &c. divifis feorfim fumtis erit 


Atgl = 


i = ^Atg;4- + - 

1.2 2 . 2 * 


+ 


4*&C. 


5.2 1 7.2 4 9. 2 * 

, * I . I , I I 

— -A tang j 4 4 — &c. 

^ 1.2* 3.2* 5.2 8 7.2 11 


ideoque 


7 A tang j = — ■ 
1. 2 


9.2 * 4 
1 


— i A tang j- 


3.2^ 5.2* 

1 4- 1 


+ 


7.2 4 

1 


f &c. 


— &c. 


1.2* 3.2* 5.2* 7.2' 

qui valor (i in fuperiore ferie fubftituatur , atque A tang f 
ipfe in ferie.n convertatur, reperietur 

1 4 — — 1 f- &c. 

3.2' 5.2’ 7.2* 9.2 * 

* * 1 1,2,1 1 o 

4 - — -4 & C. 


1 ICI 

i 


4 t. 2 * 3.2* 

/ — 4 — — 

V. 1.2 4 3.2'* 


5 - 2 ' 

I 


5-2 


7.2' 

I 


9.2 ' 4 
I 


7-2 


9.2 


»8 


4 - &c. 


90. Sejuuntur hae multaeque aliae feries ex pofitio- 
ne x=i : fm autem ponamus x — V 3 , ut fit 

yf 2 

A tang w = do 0 , fiet » ~ 30 , & fin«= 4 ; lio2« = ; 

2 


(in 3* = 1 ; fin 4« = ; fin 5» e 

2 

fin 7« = — 7 ; &c. unde erit : 

Atang(v"3 4-«)=doM- — • — 4- - 

J ' 1.2* 2.2* ?.2» 

Rr 3 


; fin^so; 
u* /3 


3 -a’ 


4.2* 

+ 
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CAPUT 

IV. 

< 3 * 

ai 

6V3 


w'V 3 < 3 ” 

T* 7 

7.2’ 

+ 8.2» 

9 - 2 * 

10.2” 1 1.2” 


Sin autem ponatur , ut fit A tang *= 30"; erit 

u sss 5 o’ ; atque fin « = — - ; fin lu — — : fin iu = o ; 

2 2 


fin 4«= — — - ; fin5«=a fintf« = oj fin7«=. — ; 

2 2 2 


& C. 


quibus valoribus fubftitutis erit : 

Atgf— + <iA — jo'+ iS . 3fVi + 3WJ. 312.’ + &c . 
°\v*3 y + 1.2* 2.2 3 + 4-2» 5.2 " 

Tt 


fi igitur fit 3° 0 — » er3t : 


— =— + — 

6 V 3 1.2* 2.2i’ 4.2 J 5.2' 


1 +• 1 


&C. 


7.2® 8.2» 

pi. Refumamus expreflionem generalem inventam: 

A tang. (x + <3) = A tang x 

<0 G)’ U* 

+ — fin». fin» fin«’.fin i«-J fin «j. fin 3 u — &c. 

1 2 3 4 

ac ponamus co=:^Ar, ut fit A tang (# + to) := o , eritque 


A tang * = 


x x * X * 

— fin u. fiu u -f fin »’. lin 2«-j fin u s . fin 3 u + &c. 

1 2 3 


Cum autem fit A tang * = po — u — * ; 


cof» 


«rit : at = cot u — — — . Quamobrem erit : 
fin u 


— = u 4 cof u. fin» 4 \ cof»’. fin2» 4 j£pf» 3 .fin3» 4I C0 ^ 4 *^ n 4 , '4^c. 
7 > <■ 


quae 
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CAPUT IV. 


quae feries co magis eft notatu digna, quod quicunque ar- 
cus loco u accipiatur , valor feriei femper prodeat idui 

= — . Sio autem fit ora— zx, oh A tangf — #) = — Atg.v; 
2 

fiet : 2 A tang x — 

2X 4x 2 8.Y* 

— fin u. fin u -j- —— fin u 2 . fin 2 u H fiti /» 3 . fin 3 u + &c. 

12 3 

?r cof» 

Cum autem fit A tang x — u & x — - — , erit: 

2 finx 

2 » 2 * 2 * 

>r= 2M-{-~ cofx. fin* + — — cofx * «fin 2»4- — cof» 3 . fin 3X4&C. 

Sit * — as 0 = — : erit co {u — — : fin«— — :fin2*=r; 

J 4 ’ Vi Vz 

fin zu = ; fin 4* = o : fin 5« = : fin 6u — — 1 ; 

3 /2 ’ Vz 

fin 7« s •— > fin 8x — o ; fin px ; eritque 

X 1 2 2 2* 2 5 2 3 2 4 2 3 2 3 . 

2 r^.2'^3 5 d 7^7^10^11 

quae feries ctfi divergit , tamen ob fimplicitatem efl notatu 

digna . 

p2. Ponatur in expreflioue generali inventa : 

1 — 1 , cofu 

<» — — x = - — , 00 x = ~ — : erit: 

x fin u. coi « fin u 

A tang (x .{- “) = A tang-^- =- A tang — =s- A tang*. 

Hinc ergo obtinebitur fequens exprelfio : 

*_ fin« ^ fin2 u ^ <103« fin4« fin5« ^ 

2 1 cof« 2 coftt 2 3cof» 5 4cof« 4 ^"jcofx 3 ^ 

tju.ie pofito « = 45° dat eandem feriem , quam ultimo loco 
invenimus . Siu autem ponamus co = — y/ (r-j- xx) 

. ‘ • ob 


w I * 


i IO 


ob .v = 


& 


CAPUT IV. 

co f» i 

- — , fiet a=~ — 

Ii q u linw 

A tang [a; — V^i + *x)] — A tang [/(i + **) _ *] 
— — t A tang 1 = — i (^ — A tang * ) = — 4 « , 


& A tang .v — — — u . 


Hancobrcm erit : 


-- = i u + 7 lin » + j fin 2» + } fin 3» 4* v fin 4« "f" &»• 

Quodfi haec aequatio differentietur erit : 

0 = 7 + cof U + cof 2« + CO f 3« + cof 4« + cof 5« + &C. 
cuius ratio ex natura ferierum recurrentium iutelligitur. 

P3- Si fimili mado feries aote inventae differentientur , 
novae feries fummabilas reperientur. Ac pri.no quidem ex ferie : 

A . t „\ Jf I 


J; , CO 

2d-2Q)+<a* * 2 

quae oritur ex evolutione fra£lionis — — — — 


Q 1 . 00’ 

oo> . ca 4 

1 

1 

+ 

1 

1 

1 

+ 

| 

I 

2.2 3.4 

5. 8 6. 8 

! fequitur 


a’ oa 4 oa ! 

e» 4 oo® 

— — -+- — 


488 

16 32 


4 + <o + 
Deinde illa feries : 


24200400* * 

f cof» fin» 4 s-cf*'. fn 2« 4 7cf» l lii j»4 4cf« 4 fn 4 w 4 &c. 
per difTerentiationem dabit : 

0=1 4 cof 2« 4 cof». cof 3» 4 caf» 1 . cofq» 4 cof» 3 cof 5» 4 &c. 
feriei 1 ^ ‘ f f '112 + r “!J; + fc. 

2 COf» 2 Cf»‘ 3 cf« 3 4 cf« 4 

, r „ cof» 

dat o= — + 
coi» ' 


cofa» cofju cofi»» 

coi » » coi» ♦ coi» » cof» * 


fen 
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3 11 


, co Ch cofiu cof 3 w cof4« 

r “ 0 = ,+ ^ + ^ + «rTT+Sr.— +*“• 


P4- Imprimis aurem expreflio inventa : 

A tang (ar + ca) = -- 

. o Gd 1 <B * 

A tang* x — fin u, fin u - — lui u l .fin2#l — fin# * .fin2#-&c. 

° T I 2 3 

exiftente *=cotK feu u— Acotx=^o° — A tang* inlerviet 
ad angulum feu arcum datae cuique tangenti refpondentem 
inveniendum. Sit enim propofita tangens — r, quaeiaturque 
in tabulis tangens ad hanc proxime accedens = x , cui ref- 
pondeat arcus — y ; eritque « — j>o° — y . Tum ponatur 
* + feu « = / — x ; eritque arcus quaelitus : 

0) ca * 

= y H — fin *. fin u fin « ! . fin 2« 4 - &c. 

J 1 2 


quae regula tum praecipue eft utilis , cum tangens propofita 
luerit admodum magna , ac propterea arcus quae fitus parum 
a po° difcrepet. His enim caiibus ob tangentes vehementer 
increfcentes , folita methodus interpolationum nimium a veri- 
tate abducit. Sit ergo propofitum hoc exemplum. 

EXEMPLUM. 

Quaeratur arcus , cuius tangens fit— ico, pofto radio— I. 
Arcus proxime quaefito aequalis ell 8p°, 25’, cuius tangens 

x = p8, 2175143 fecund. 

quae fubtrahatur a t = 100, oocooo 


remanebit <a = 1,782057 

Deinde cum fit yzz 8p° , 25', erit u — o° , 35', 
jusi 11 , io', 3*= 1 0 j 45 * , &c. lam finguli teimini 
per logarithmos invelligentur. 


Ad 


CAPUT IT . 


Ad /o)= 0,2509215 

add. /Gn «= 8,0077867 

/fin u = 8,0077867 
/ a> fin «. fin u = 6, 2664949 
4 ,<? 85 574 P 
fubtr. = 1, 5809200 
Ergo oj fin». fin» 2= 38,09956 

Ad /<afin»* = 6, 2664949 

add /<a= 0,2509215 

/ fin zu = 8, 3087941 
4,8262105 
fubtr. /2 = 0,3010300 
/i o* fin»* .fin 2» = 4,5251805 

fubtr. 4,6855749 

Remanet 9, 8396056 

Ergo i 01* fin » * . fin 2« = 0,69120 

Porro ad /m’ = 0,7527645 
add /fin »* = 4,0233601 
/fin 3« — 8,484847 9 
3,2609725 
fubtr. / 3 = o, 477 1213 
2,7838512 
fubtr. 4, 6855749, 

8,0982 763 

Ergo j co* fin »’ fin 3« = 0,01254 
Denique ad /a 4 — 1,0036860 
add. /fin «♦— 2,0311468 
/fin 4»= 3 , 609734 » 
1,6445669 

fubtr. / 4 — o, 6020600 
1,0425069 

' fubtr. 4,6855749. 

6 , 35693 20 

Ergo j ea 4 fin » 4 fin 4' 4 — 0,00023 


fecund. 


fecund. 


fecund. 


fecund. 
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CAPUT IV. 


3*3 


Termini addendi 
38,op95<3 
0,01254 


Hinc : 


Termini fubtrahendi 
o, 69120 
0,00023 
0,69143 


38, 11210 
fubtr. o, 6914 3 

37,42^67= 37», 25*», 14", 24*, 36". 
Quocirca arcus , cuius tangens centies fuperat radium erit : 
25 ’ ,. 37 ”, 25 1 '* , I 4 , % 24*, 36** , 
neque error ad minuta quarta afeendit; fed in minutis tan- 
tum quintis inefle poteft , ex quo vere hunc angulum pro- 
nunciare poterimus =89°, 25' , 37", 25"*, 14"'. Si tangens 
adhuc maior proponatur, etiamfi fortafle cu maius prodeat, 
tamen ob u angulum adhuc minorem, aeque expedite arcus 
definiri poterit . 

95. Cum hic pro y arcum circuli fubflituerimus ,. nunc 
functiones reciprocas in locum y ponamus , cuiufmodi funt 
finx, cofx, tangx, cotx, &c. Sit igitur ^ = finx , pofitoque 
*+» loco x, fiet: *2=fm(*-|-<»), atque aequatio 
ady 0 V ddy . « 3 d 5 y . u>*d*v 

ob ‘j^-zzcofx; — f injf . *L-2 — — C of*; & c. dabit 

dx ’ dx' * dx* 

fin ( x + ce ) = fin x + o) cof x — 7 00* fin x — * a » cof x 
+ £ « 4 fin x + Scc. 

& fumto a negativo erit : 

fln(x — ta)= linar — cocof* — {«'fitur-f- juitcof* -f- 4« 4 fin* — &c. 
Quod fr vero ftatuatur y=cofx , 

, dy ddy d'y d*y 

ob — =s — nn*;- — = — coi*;- — =fin*;- — =d* ; occ. 
J - ’dx‘ dx 3 ’dx * ’ 


dx 


erit : 


«of*-f-w)=cof* — cufin* — | axofx-f- j (b 1 fin*+ r, a * c of* — &c. 

Ss & 


CAPUT IV. 


3 i 4 

8 c faflo <a negativo erit : 

eof(* — 6))=coGe+(afinAf — -J«*coGv — { u;finx4-i<<3 4 coGv 4* &c. 

p 5 . Ufus harum formularum eximius eft cum in con» 
ciendis , tum interpolandis tabulis finuum & colinuum. Si 
enim cogniti fuerint finus & colinus cuiufpiam arcus x , ex 
iis facili negotio finus & cofinus angulorum — a> 

inveniri poliunt , fi quidem differentia <n fuerit fatis exigua : 
hoc enim cafu feries inventae vehementer convergunt. Ad hoc 
vero necelfe eft, ut arcus w in partibus radii exprimatur; 
quod cum arcus 180° fit: 3, 1415P255358P7P323845 

lacile fiet : erit enim divifione per 180 inftituta 
arcus i° =1 o,ot74532p25ipp432p57dp 
arcus i* =r o,coo2po8882o8tf<5 572^6 
arcus 10” = o,ccoo4848i3d8nop535pp 
EXEMPLUM I. 

Invenire finus & cof.nus ungulorum 45 0 , i* , (j 44 0 , jp'., 
ex datis ftnu & cofmu anguli 45 0 , quorum uterque cfl 

= — — 0,70710137811855. 

. Cum igitur fit : 
fin Af = cofx' = 0,7071057811855 
atque <u = o,ooo2po8882o85 
erit ad multiplicationes facilius inftituendas: 

2 u = 0,0005817754173 
3«= o,ooo 872554525 p 

4 fl) s= 0,001 1 535528345 

5 <u e= 0,00145444x0432 
5 ® = o,ooi 74532 p 25 ip 

7 «a t=z 0,0020352174505 

8 ® = 0,002327105^32 
p ea e= o,oc25i7pp3877p 

Ergo w fin x & vcofx hoc modo invenietur.* 

7 
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CAPUT JV. 


7 

o 


0,00020382174805 


7 

t' 

0 

8 

7 

8 

I- 

1 
8 
6 


0,00000203821748 
. 2908882 

• •• • 

174532 

. 20382 

2327 

. 1 9 

. . 2 

. . 2 

. . O 


«fin x = oacof* = 0,0002058890245)0 
Ergo 7<<>cof* = 0,0001028445 1245 


per <a . 1 »-• 

0, 0000000 290 8 8 8 2 

O . 

• • • 

2 . 

• 5 8 i 77 

8 . 

. 23271 

4 • 

. 1183 

4 • 

118 

5 • 

14 

7<a* cof* = 

0, 00000002991825 

cofx = 

0, 00000000997208 

per (O.9. 

0, 0000000000028 1 

7 • 

• .2 8 

7 • 

. . 2 


±«» cofx =a 0,00000000000290 
Ergo ad fin 45°, i', inveniendum! 
Ad fin * == o, 707108781 1885 
add. <bcof* = 2058890249 


0,7073124702114 

fubtr. 7C0» fin* = • 299162 

0,7073124402952 
Ss 2 


3*5 


fubtr. 


3 ° 4 


CAPUT IV. 


= fin«*. Cum dein- 


i -f atat t— — , unde = — 

unw 1 dx i +xx 

— du 

de fit dx = - — feu du — — dxhnu *, fiet ulteriora 
fin«- 1 

differentialia fumendo : 

~ — 2dufmu cofu = duCimu = — dx fia«*. fin 2» 

dx 

ddy 


ideoque — — fin «*. fin iu . 

d ^ y 

— ; — • =— du fin#. colu, fin2« — duhnu 2 cohu e= — du fin*. fin ?# 
2 dx 1 J 

= dx fin # 5 fin 3 u 

dly- 

ideoque — — — = + fin fin 3« 

1 i.idx* 

- — du fin u\ (cof«.fin 3« -f- fin w.cof 3«) c= du fin fin 4« 


d*y 


1.2.3 d* 

ideoque 
d ( y 


d*y 


l.i.^dx' 


= — dx fin u*. fin 4« 
= — fin u*. fin 4* 


— — - — — </«Gn« | (cof#fin4# -f- fin#.cof4 «)=— duSm «'.fin 3* 

e=s -f- </* fin # 5 . fin 5 u 

d ; y 

ideoque — = -f- fin «*. fin 5« 


i.2.^.\dx i 


&c. 


Ex quibus colligitur fore: 


A tg (*-jLia) — A tg x\. — lau. fau — — finr. foa« 4. — fn u ’ . fnju 


B' 


<n» 


6 )" 


fn#*fn4#-| fau ( .fn^u fn « 5 fiitf# + Scc. 

45 6 

ubi 
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CAPUT IV. 


3 C -.5 


ubi cnm fit A'tg*=r/ & Atg* = j»c* — «, erit ^ = po ° — *. 
88. Si ponatur A cot ar = y & A cot (arq.<») = z ; erit 
ady co*ddy a , d.fy <a*d*y , „ 

* => + y -1 -I 7— + &c. 

tfar i.zdx* i.a.jrfA? 3 1.2.34^ 4 

d x 

Cum autem fit dy = — - — , termini huius feriei congru- 

I+XAT 

ent praeter primum cum ante inventis , exceptis tantum fi- 
gnis. Quare fi ponatur, ut ante A tang A- = po* — *, 
leu A cot ar.= H, ut fit »=/; erit: 

o (3* ca* 

A cot^ar-f-a))— A cotar — j fin#. fin« 4. — fin« a Jin2#- — finwninj» 

ca 4 0JS 

+ — fin# 4 . fin 4« fin#*. fin 5 u-f-Scc . 

4 5 ... 

quae expreffio immediate ex praecedente fequitur : quia enim 
cll A cot ( * + w ) = £0 — A tang(* +0) 

& A cot * er jjo — A tangar ; erit 
A cot (ar -|-co) - A cot ar = - A tang(ar+<o) + A tangar. 

8p. Ex his exprefiionibus multa egregia corollaria 
confequuntur, prout loco x 8c (o dati’ valores fubftituantur. 
Sit igitur primum x =0; & cum fit u—yo 9 — A tangar fiet 
w = 9 o’ ; atque fin#=i.; fin 2#=o;fin 3« 2= — 1 /fin 411=0; 
fin 5«= 1 ; - o; fin 7«= — 1; &c. unde fiet 

cu eu I eu* eu 7 eu ^ w 11 

A tangm= 1 — 1 r &c. 

1 . 3 . 5 7 9 . 11 

quae eft notiffima feries exprimens arcum , cuius tangens eftrr a. 
Sit ar = t , erit Atangar = 45°, ideoque « = 45°, hinc 

fin u = — ; fin 2« = 1 ; fin 3 # = — ; fin 4« = o ; 
Vz V2 

fin 5« = — — ; fin 6u — - 1 ; fin 7* = — — ; fin 8« = o 


V" 2 

fin p« = — &c. 
V"2 


Ex quibus fit : 
Rr 


CAPUT IT. 


30 5 

. . © ®’ , « 3 © 3 , ©' 

© 9 © *• . © 1 

T 




p.32 


IO.32 11.54 


7.15 

G) '♦ 

n + 5-&C. 

I3.I28 I4.H8 


© ,3 


Si igitur fit © = -i;ob Atang(i.f©)=:o, & 45°=— fiet: 
4 1.2 2.2 3.2 1 





5.2» 

I 

10 .2* 1 1.2* 
qui vaior fi loco arcus 45° fubftituatur in illa expreflione 
erit: Atang(i+©) = 

041 © 5 .li © 3 Xl ©*-l © 4 -i ©7-1 , 

— • + — — X +&C. 

3.2* 5.2» r 5.2 3 7.2 ♦ 

jr 


1.2 


2. 2 


Illa autem feries maxime eft idonea ad valorem ipfius— pro* 

4 

Cum lit 
1 1 


xime inveniendum 


}- &c. 

: * HA 4 


4 1.2 "^"2.2 3.2* 5.2 5 5.2 4 7.2 ■ 

termini autem in denominatoribus habentes 2, 5, jo , &c. 

H -f &c. exprimunt t A tg j ; erit 


2.2 

jr 


5.2 3 


10.2 5 
1 


14.2 ■ 
1 


— = r A tang } 4 — 1 + 4- T & c * 

4 r 1.2 T 3.2 1 5.2 1 7.24 p.2* T H.2 4 

In altera autem formula polito © negativo , cum fit 


I I 

t 

1 I I 

1.2 

2.2 

+ 3-2 * 

5.2 3 5.2 3 7. 2 4 

6) 

©* 

OJ* 

©J © 4 0)7 

1.2 2.2 

3.2* 

T 5.2 3 5.2 3 T 7.2 4 


fi fiat © 2= j ; erit : 



CAPUT IV. 


3°7 


1 4 

- 1 4 - 

2 

2 1 

2. 2 

T 

2.2 

3 - 2 * 

5.2 * 6. 2 J 

I 

1 

. 1 4. 

_J |_ 1 

~ 2.2* 

2.2* 

3.2* 

5.2 * 6.2 » 


& terminis per 2, d, 20, &c. divifis feorfim fumtis erit 

Atgi = 4Atgi 4-— ■ + . — r -7 4 ^7 + &c. 

0 0 ' 1.2 3.2* 5.2 1 7.2 4 9. 2* 

1 1 . 1 . 1 1 

— -A tang } — 4 H &c. 

1.2* 3.2* 5.2 * 7.2 " 0.2 14 


1 1 . 2 , 2 2 

— -A tang } — 4 H &c. 

^ 2.2 1 3.2* 5.2 * 7.2 " 9.1 14 

i r i i 

ideoque I A tang j = — d H &c. 

4 2.2 3.2* 5.2 J 7.2 4 

, . , I 2,2.2 

— i A tang | 7 -f - d — Scc. 

2.2* 3.2* 5.2® 7.2” 

qui valor fi in fuperiore ferie fubftituatur , atque A tang | 
ipfe in ferie.n co.ivertatur y reperietur 



4 _ 

2 

2 


1 

4 - * t- ftrr 

I 

I 

T 

3 . 2 ' 

2 

5 - 2 ‘ 

4. 

4 - 

7.2* 

2 

P.2 4 

- 1 Scc 

2.2* 

2 

J. 

3 * 2 5 
2 

+ 5 - 2 ‘ 
2 

1 

4 . 

7.2 11 
2 

p.2 ‘ 4 

1 1 ?rr 

2.2 4 

r 

3.2 14 

5.2 ' 4 

T 

7.2 11 

3 « ^ 

p.2 38 


90. Sejuuntur hae multaeque aliae feries ex politio- 
ne * = 2 : fin autem ponamus * = ✓ 3 , ut fit 

V* 7 

Atangx ~6o° t fiet »=30, & fin»=j; fin zu — ■ 

2 

fin 3« = 1 ; fin 4* = — ; fin 5» =3 j ; fin 6 u = o ; 

2 

fin 7« = — — f ; &c. unde erit : 

. _ , o o)V3 , 6» » 4 /'3 

Atang(v^3 + to)=sdo < '*}- +- r 

3 ' 2.2* 2.2* 3.2» 4- 2 ’ 

Rr 2 4 * 
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CAPUT IV. 


5 -^ 


<a 7 <bV3 a» . £0'V3 w 11 , 9 

+ — 1 <XL. 


7.2’ 8.2 » p. 2» 10.2 


I 1.2' 


Sin autem ponatur x = ^-, ut fit A tang x= 30"; erit 


u = 6 o ° ; atque fin 


«= • 


✓3 


; fin zw 2= — - ; fin 3« = o ; 
2 2 


V 3 Vx V 3 

fin 4« = — — ; fin 5«= — • — • fin 6 u — o- t fin 7« — ; 

2 2 2 

&c. 

quibus valoribus fubftitutis erit : 

A , g fj- + 8' ) =j 0 . + ^.^:ti + £^.£i’ + fc 

W 3 / + 1-2’ 2.2 3 4.2 * 5.2 6 


fi igitur fit w=2 — , ob 30° =2 j ; erit: 
>r 1^1 1 i.i.i 


& c. 


6 V 3 1.2* 2.2:’ 4.2’ 5.2 * 7.2“ 8.2» 

pi. Refumamus expreflionem generalem inventam: 

A tang. (x + to) = A tang x 

<0 (0* (O s 

+ — fin«. fin« fin k 1 . fin tu ^ fin m. fin 3 u — &c. 

12 3 

ac ponamus £0=z- — x , ut fit A tang (x -f- a) = o , eritque 
A tang x = 

x x* x» 

— fin u. fiu u ^ fin u 1 . fin tu -j fin u*. fin 3« + &c. 

1 2 3 

Cum autem fit A tang x = 90 — « — u : 

s 2 ’ 

cofw _ 

«rit : a* 2= cot « =2 — — . Quamobrem erit : 

fiu u 

~ = «4 cof«.fin« .(. j cofw*. fin2« -(-^f« 3 .fin 3» 4- )cofw*iin4t<4 3 cc. 

quae 
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CAPUT IT. 


50j? 

quae feries eo magis e fi notatu digna , quod quicunquc ar- 
cus Joco u accipiatur , valor feriei femper prodeat idem 

= — . Sin autem (it «=— 2x. ob A tangf — x)~ — Ats.v: 

2 ' o \ y o > 

fiet : 2 A tang * =s 

2 .y 

— fin u. fin u “j fin n*. fin 211 -j fin . fin 3« -f" &c- 

x 2 3 

r' r * o COf# 

Cum autem fit A tang k — & x — — , erit: 

2 fin* 

2 * 2 1 2 ^ 

x = 2«.f — cof«. fin# + — cofx 1 -fin 2#4- — cofw 3 . fin 2#i.&c. 

1 2 3 

• Jt | | 

Sit m— 45®=—: erit cof« = — : fin#= — :fin2fc=r; 
4 Vx V" 2 

fin 3« = -4~ ; fin 4« = o : fin 5«= — - : fin 6 u = — 1 : 

/2 Vi 

1 

V*' ' ' V"2 

x r 2 2 2 * 2 5 2* 2* 2 J 2> 

2 1 + + 3 5 6 7^p^io^n 

quae feries ctfi divergit , tamen ob fimplicitatem eft notatu 
digna . 

p2. Ponatur in expreffioue generali inventa : 

3 — x , cof« 

°* — — * —-p y— , ob * = — — ; em: 

x fin u. coi u fin u 

A tang (•* 4 - w ) = A tang = - A tang — =- — + A tang x . 

Hinc ergo obtinebitur fequens expreflio : 

finx ^ lim « ^ fin3« fin4« fin5« ^ 

2 icof» 2coftt* 3cofx 5 4cof#4 5cof«s + c ' 

quae pofito « = 45° dat eandem feriem , quam ultimo loco 
invenimus . Sin autem ponamus <a = — V (1+ xx) 

■ ' ob 


fin 7« =: — ; fin 8« = o ; fin px = — • eritque 


■ &c. 
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CAPUT IT. 


ob x = 


co f» 
flDM ’ 


fiet a = — - — 
fin» 


Sc 


A tang [* — V"(i -f- *x)] — A tang [/(i 4 * xx) — *] 

= — t A tang — t ( j “ A tang =—4 «, 

& A tanq a? = — — » . Hancobrem erit : 

J 2 

~ = ' u 4- { (in u -f- J iin 2u 4 * 7 fin 3« 4 * J- fi» 4« 4 " &>• 

Quodfi liaec aequatio differentietur erit : 
o = j + cof » -f - cof 2« 4" cof 3« 4- co f 4« 4" cof 5« 4- &c. 
cuius ratio ex natura ferierum recurrentium iutelligitur. 

p 3. Si fimili mado ieries aute inventae differentientur, 
novae feries fummabiles reperientur. Ac primo quidem ex ferie : 


OO 1 . G) 1 

CO» < 3 * 

— 4 — 4 - — - 

2.2 3.4 

5. 8 6.6 

:quitur 


00 4 o 5 

a* a' 

— — - -f- 


8 8 

i 5 32 


i _i_“ 

2 4-2©4-C0* ' 2 4 

quae oritur ex evolutione fraftionis 2 2 - ^ - — — 1 

440)4 2420)400* 

Deinde ifta feries : 

~ —h {. cof» iin « 4 t c ^“ • i" 11 f xcf» ! fn 3V 4 J-cf« 4 fn 4» 4 & c. 
per differentiationem dabit : 

o — 1 4 cof 2 « 4 cof ». cof 3 « 4 c of «*. cof 4 m + cof x 1 cof 5 « 4 &c. 

r. • r . n fin» , fin 2» . fin 2» . fin 4» , 
Denique feries f — 4- --L 4- -^-4-&c. 

2 coi» acf » 3cf« 3 4cf« 4 

dat o== 4 - 4 -^ 4 - C ^ 4 - C ^- 4 - c -^ 4 -&c. 
CoIm * cof» ‘ cof» 4 cof» » cof» * 

feu 
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CAPUT jy. 


JIX 


r , cof» . CoflK 

fe “ °= ,+ w; + Sv 


cof 3« cof 4« 

T r “T 7 r &C. 

cof » 9 cof»* 


P4- Imprimis autem expreflio inventa : 

A tang (# + q) = — 

. o <a* a)* 

A tangar 4 — fin». fin u fin» * . fin 2 «4 — fin» * .fin3»-&c. 

exiftente Ar = cot» feu »— Acotx = po 8 — A tang* in/erviet 
ad angulum feu arcum datae cuique tangenti refpondentem 
inveniendum. Sit enim propofita tangens — quaeiaturque 
in tabulis tangens ad hanc proxime accedens = x , cui ref- 
pondeat arcus —y\ eritque u— 9 0° — y. Tum ponatur 
* + = feu toc=/ — x ; eritque arcus quacfitus : 

(D 0) 1 

—y +7 fin ». fin » fin » 5 . fin 2» + &c. 

quae regula tum praecipue efl utilis, cum tangens propofita 
luerit admodum magna , ac propterca arcus quae fitus parum 
a po 8 difcrepet. His enim calibus ob tangentes vehementer 
increlcentes , iolita methodus interpolationum nimium a veri* 
tate abducit. Sit ergo propofitum hoc exemplum. 

EXEMPLUM. 

Quaeratur arcus , cuius tangens fit — ico, pofto radio— 1. 
Arcus proxime quaefito aequalis ell 8p°, 25 ' , cuius tangens 

x= p8, 217P43 fecund. 
quae tubtrahatur a t — 100, oocooo 

remanebit «=2 1,782057 

Deinde cum fit ^ 8p 0 , 25* , erit u — o° , 35», 
2u = i 0 , 10*, 3« 1 0 ; 45 * , &c. Iam finguli tcimini 

per logarithmos invefiigentur. 


Ad 


3 1 2 CAPUT 1 P . 

Ad /w = 0,2509215 

add. /Cn «<=: 8,0077367 

/fin« = 8,0077857 
/ a fin u . fin u — 5, 2554949 
4,8855 749 
fubtr. = 1,5809200 
Ergo co fiiitt.finw 2= 38,09955 

Ad /(aftn» i = 5, 2554949 

add. Ico — 0,2509215 

/ fin 2 u = 8, 3087941 
4,8252105 
fubtr. / 2 = 0,3010300 
/ j <a * fin k * . fin 2« = 4,5251805 
fubtr. 4,^855749 

Remanet 9, 8395055 

Ergo jM , fin#*.fin2#= 0,59120 

Porro ad /a 3 = 0,7527545 
add, /fin » 3 = 4,0233801 
/fin 3» = 8,484847 9 
3,2509725 
fubtr. / 3 = o, 4 77 ** 1 8 
78 38 5 1 2 
fubtr. 4,885 5749 

8,0982 783 

Ergo ~ a* fin » 5 fin 3» — 0,01254 

Denique ad /a 4 = 1,0038880' 
add. /fin «♦ — 2,0311488 

/fin 4«= 8,8097341 _ 

1,8445889 
fubtr. /4= o, 8020800 
1,0425089 

* fubtr. 4,8855749 

8 , 3 S 893 20 

Ergo i a 4 fin »♦ fin 4 !< — ■ 0,00023 


fecund. 


fecund. 


fecund. 


fecund. 
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Termini addendi 
38,05*955 
0,01254 


Hinc : 


Termini fubtrahendi 
o, 59120 
0,00023 
0,59143 


25*”, 14", 24», 3 5 ' 


38,11210 
fubtr. o, 59143 

37,42057= 37», 

Quocirca arcus , cuius tangens centies fuperat radium erit : 
25', 37”, 25“*, 14", 24*, 35**, 
neque error ad minuta quarta afcendit; fed in minutis tan- 
tum quintis inefle poteft , ex quo vere hunc angulum pro- 
nunciare poterimus =89°, 25*, 37”, 25"% 14’''. Si tangens 
adhuc maior proponatur, etiamfi fortafle co maius prodeat, 
tamen ob u angulum adhuc minorem, aeque expedite arcus 
definiri poterit . 

95. Cum hic pro y arcum circuli fubfli tueri mus,, nunc 
fun&iones reciprocas in locum y ponamus , cuiufmodi funt 
finx, cof*, tangx, cotx, & c. Sit igitur ji = finx , pofitoque 
*+» loco x, fiet: * = fin(x-f-<»), atque aequatio 
. 0)i iy , a'ddy , K*d'y , co*d*v 

+ dJ + 17 J+ tJ + 7^+** 

ob --^=cofjr; ^^ = — fma?; = — cofat; &c. dabit 

dx ’ dx' * dx 3 ’ 

fin ( x + ca ) = fin x -f- <a cof x — • 7 u* fin * — j a J cof x 
+ £ o) 4 fin x + &c. 

& fumto co negativo erit : 

fln(* — co)= fin* — tocofa? — 70)‘fin*-|- jotcoOr -f- — & c. 

Quod fr vero ftatuatur y = cofx , 

. df , ddy d'y d*y 

ob — = — fin*:— - = — cof*:-— = fin dar : &c. 

jjjf 7 si*** 7 A **\ 7 y» 4 7 


'dx 


dx 3 


'dx* 


erit : 


«of[*-f-o))=cof.v — ©finx — j «’cof*+ ? finx +■ £ »• cofx — & c. 

Ss & 
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8 c fafto a negativo erit : 

coC(x — &))— coCx+oifin.* — {<a 5 cohe — i »sfin* 4 - Ifi** coi* + &c. 

p5. Ufus harum formularum eximius eft cum in con* 
dendis, tum interpolandis tabulis finuum & cofinuum. Si 
enim cogniti fuerint finus & cofinus cuiufpiam arcus * , ex 
iis facili negotio finus & cofinus angulorum * + — <a 

inveniri poliunt , fi quidem differentia a fuerit fatis exigua : 
hoc enim cafu feries inventae vehementer convergunt. Ad hoc 
vero necelfe eft , ut arcus <a in partibus radii exprimatur ; 
quod cum arcus 180 0 fit: 3, 14159255358979323845 

lacile fiet: erit enim divifione per 180 inftituta 

arcus i° =2 0,017453292519943295759 
arcus i* — 0,000290888208555721595 
arcus 10“ o, 000048481358110953599 

EXEMPLUM L 

Invenire fmus & cofnus angulorum 45°, i* , & 44 0 , 59*., 
ex datis fmu & cojinu anguli 45 0 , quorum uterque eft 

— — o, 7071057811855. 

Cum igitur fit : 

fin x = cof* = 0,7071057811855 
atque <u = o, 0002908882085 
erit ad multiplicationes facilius inftituendas: 

2 M = 0,0005817754173 

3 a = 0,0008725545259 

4 0) s= 0,0011535528345 
501 = 0,0014544410432 

5 ® = 0,0017453292519 

7 os s= 0,0020352174505 

8 ®= 0,0023271055592 
joie= 0,0025179938779 

Ergo u fin x & «cof* hoc modo invenietur.- 

7 
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7 . 0,00020382174805 

O • • • « • 

7 . 0,00000203821748 


I . 

2708882 

0 » 

•- • 

8 . 

174532 

7 • 

20382 

8 . 

2327 

I . 

19 

I . 

. 2 

8 . 

. 2 

8 . 

. O 

jcof* = 0,00020 

588702470 

icof# = 0,0001028445 1245 


per o> . 1 


o, 00000002708882 


O . 

2 . 


• • 
58177 

8 . 


23272 

4 • 


1183 

4 • 


116 

5 • . 


14 


1 00* cof* 
7 <b* cof* 
per U> . 7 
9 
7 

Cofx 

Ergo ad fin 


= o, 0000000277 1 S 
— o, 0000000 0777208 
. 0,00000000000281 

. . 28 


=5 0,00000000000270 
45 0 , 1 1 , inveniendum i 
Ad fin# = 0,70710878 11 885 
add. «bcofx = 2058870247 

o, 7073124702114 
277182 


fubtr. j <0 * fm x — 


0,7073124402752 
Ss 2 


3*5 


fubtr. 


Digitized by GoogI 


CAPUT IV. 


3i 6 


0,7073124402952 

fubtr. i a> 3 cof * = . 19_ 

fin 45% i', = 0,7073124402923 = 0^44% 59'. 
At ad cof 45% i 1 , inveniendum: 

Acof* = 0,7071057811865 

fubtr. •> fin * — 2056890249 

0,7069010921616 

fubtr. 4 w * cof* 1 = 299162 

o, 7069010622454 

add. 4 « 3 fin * = 29 

cof 45°, 1% = 0,7069010622483 = fin 44% 59'. 
EXEMPEUM II. 


Ex datis fitiu iy cofinu arcus 67", 30% invenire finus 
& cofinus arcuum 67 % 31% & 67°, 29*. 

Abfolvamus hunc calculum in fraftionibus decimalibus , 
tantum ad 7 notas , uti tabulae vulgares conftrui folent, fic- 
que negotium facile per logarithmos conficietur. Cum fit 
^=67*, 30% & <0=0,000290888 ; erit : /0=6,4637259 & 
/fin* = 9,9<*5 < * 1 53 i /cof * = 9, 5828397 

/0=6,4637259 ; /o = 6 ,4637259 


/olin* = 6,4293412 
/40 = 6, 1626959 
/x o’ fin * = 2, 5920371 


/ocofje = 6,0465656 
/4 « = 6, 1626959 
/4©’cor* = 2,2092615 


ergo : 

o fin * = 0,00026874 ; ocofx — 0,0001 1 x 32 

4 ® ! fin* = 0,00000004 ; 4 cof* = 0,00000001 

unde fit : 

fin 67% 31* = 0,9239908 ; cof 67% 31' = 0,3824147 

fin 67”, 29* = 0,9237681 ; cof 67°, 29' = o, 3829522 

ubi ne quidem terminis I 63 ’ fin* & 4 ©"cof* erat opus, 

97. Ex feriebus quas fupra invenimus : 
lin(*4-a))=fin*+<ucof * — 4 »’ fin * — 4 <^cof*-K' ; w<fin* +&c. 

cof 
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cof (* 4 -<u) =co fx — ufn* — j © * cf*+ 7 « 1 fn*+ J- u* cf* — & c . 
fin(ar — m) = fnx—acfx — f « a fiur + 4 eo »cf* + u *fax — &c. 
cof(*— ») = cf* + ufnx — f « »cf* — i <a » fn* + T ‘- ca«cf* + &c. 
fequitur per combinationcm fore; 
fin(* + ea) + fin (x — o>) 

2 

fin x — 7 <*» * fin* -f- u * fio» — ea * bnx + &c. = firwcof» 

Et fin(Af + a) — fm (y — <a)_ 

2 

ucofir — 7 03 ’co/is + -n^eaJcofiv — &c. =r cof* fin ea 
unde prodeunt feries pro finibus & cofinibus iam fupra 
inventae : 

cofowi— ita»+-,V«4_ -!.«< +Scc. 

fin« = M — i-cos+jfjw 5 — t?t.w 7 +&c. 

quae eaedem feries ex primis ponendo * = o confequuntur • 
cum enim fit cofx=i & fin* — o prima feries fin co, fe- 
cunda vero cofa exhibebit. 

9 8. Ponamus nunc quoque y ~ tang x ut fit 
* =, tang (x + ) , erit ob 

fi 11 * dy 1 ddy ■fin.v 

cofx ’ dx co fx 1 ' zdx 1 cofx 1 * 


d l y 


2 dx 1 


_ 1 + 3 a: 1 3 2 

cofx 1 CofAT* cofx* cofx 1 * 

d* y jfinx fin* 

2.4 dx* cofos cof*» * 

2 

> 


d 'y ^ 5 _ , 

2 •idx* co fx‘ co f* 4 cof* 

unde fequitur fore; 
co a^finx 


w , «Mtnx ea* . ea^finx 

=stang * 4. — - — -f- — — -f — - — -j — . 

cofx 1 cofx* cofx* cof* $ 

ea^finx 


cofx< 
20* 

3 cofx 1 


3 cofx 1 


cu- 


f 


3 iS CAPUT Ip. 

cuius formulae ope ex data cuiufvis anguli tangente inveniri 
poffunt tangentes angulorum proximorum. Quia vero fupe- 
rior feries clt geometrica , ea in unam fummam colle&a erit: 

... . «J-w^tang* 2w’ <o*finx„ 

tang (x-j-co) = tangx-| — — — - — &c. feu 

cofx 8 -<u* 3Cofx* jcofx 5 

. . . finxcofxJ.» 2u J w*fin» „ 

tang i x-H ) — — ? ; — «c. 

cofx * — ia * jcofx* 3 Cofx’ 

quae formula in hunc finem commodius adhibetur . 

pp. Similes exprcfliones quoque pro logarithmis finuum, 
cofinuum & tangentium inveniri poffunt. Sit enim yzz. lo- 
garithmo finus anguli x , quod ita exprimamus / = /fm* , 
o ,r,,\ , dy «cof* . ddy — » 

v dx fin* ’ dx 1 fin * 1 , 

d*j +z»c of* 

- — == — &c. unde fiet : 

dx 3 fin * 3 

, «cocof* , na’ cof* 

% rr/fin(* + a):=: /fin * -f* — &c. 

fin* 2 fin * 1 3 fin * 1 

ubi n denotat numerum , per quem logarithmi hyperbolici multi» 
plicari debent, ut prodeant logarithmi propofiti. Sin autem fit 
y = / tang * & z = / tang ( * + ce ) fiet : 

dy n 2» ddy -zncofzx 

dx fin*cof* fin 2* ’ zdx * (fin 2*)* * 1 ^ e 

. / i \ «»’cof 2 * „ 

/ tang (* + a) = / tang x+- r- &c. 

fin 2* (fin 2*)’ 

quarum formularum ope logarithmi finuum & tangentium 
interpolari poffunt. 

ioo. Ponamus denotare y arcum cuius finus logarith- 
mus fit —x, feu ut fit y = A. /filix, & * effe arcum, 
cuius finus logarithmus fit = * + w, feu z = A. / fin (*+a) ; 

. .. „ dx n cofy , dy finy 

erit * = /finy, & — =— , unde : ent: 

dy finy dx n c ofy 

ddy dy dxtiny ddy finy 

dx n cofy 1 n 8 cofy 3 ’ ^ dx' n 8 cofy 3 
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Comequenter z—y-j - — f — ■ — 

«coi/ 2« ! coly» 


3 ‘f 

& c. 


Simili modo fi logarithmus cofinus detur, expreflio repe- 
rietur. Sin autem fit 

y = A . / tang * & z — A. I tang ( x + <o ) . 

Cum fit x = / tang/ ; fiet : 
dx n dy finycof/ fin ly 

dy fin/cof/’ dx n 2 n ’ 

ddy zdy coCiy dx fin 2 » zotiv 

quare — - = — = — & 

dx 2 n inn 

ddy finaycof2/ fin 4/ </’/ fin2/.cof4y^ 

d» f’ 2 nn 4 nn ’ dx 1 2 n 1 

. eafimy , w , fin2ycof2y . 0)’fin 2y.cof4y . 

*=/ H + + + &c. 

2 n 4 nn un' 

iox. Quoniam- ufus harum exprefiionum in condendis 
tabulis logarithmorum finuum & tangentium ex antecedenti- 
bus facile perfpici poteft , his diutius non immorabimur. 
Confideremus ergo adhuc huiufmodi valorem: 

y = e*fin«x; fitque z := e* + “ fin « (* + a>) : quia cft 

-J~ = e x (fin «x -f- « cof «x) 

ddy 

- — — e* [(1-— ««)fin»x + 2«cof«x] 

d^y • - - * " 

~ = e* [(x — 3««)fin»x + «(3 — «»)cof«x] 

d*y 

- — = e* [(1 — d«w-f-» 4 )fin»x+«(4 — 4«»)cof«#] 
dx 4 

d ! y 

7— = e* [(1 — io««-f- 5» 4 ) fin»x + »(s — lonn-f-n*) co Cnx] 
dx s 

His fubfiitutis & divifione per e* infiituta erit : e» fin »(*4") = 

- , _ . (i — nn) , , awco 1 

Imnx-f- c* fin nx i <» 1 hn «x + «&)co( «x -f coit:* 


2 
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. (i — 3 nn ) /• . (i — 6 nn ± n *) 

-) 6) s fm«x-f- a> 4 finxx + &c. 

6 24 

. ”(3 »») . »(4 — ’4 nn ) 

H <a 5 cof//*4 M 4 cof«x4&c. 

6 24 

102. Hinc plurima egregia corollaria deduci poffunt ; 
fufficiat autem nobis haec annotafle : 

Si fuerit x = o erit 1 
e " fm »co =r »» 

2 n ( i ) 1 <*-«*») < 4 - 4 "») . . <5-io»* + » 4 ) . 

4 4 — - — <a ’4 &) 4 | — ««i&c. 

a '6 24 120 r 

Si fit <a = — x, ob fin»(x4<tf) = o ; erit: 
tang nx — 


»x 


2» , , <3 _ »«) »( 4 - 4 «») »f'y-IO» , -L» 4 ) 

'T*‘+ — 7 — * 5 - — - x 4 _L — - X — '*i 

1 o 24 120 


(l-nn) (1-3 »») , , (l-5»» + « 4 ) . „ 

I — x-f x* — ■ xH — x 4 — «c. 

2 6 24 

Generaliter vero fi fit »=1 habebitur: 
e*fin(x4<»)2=finx(i 4-<a- 4 8cc.) 

4-<»COfx(l4.M4 { &)*- 72 M 4 - ^ <0 « - o> 4 + 8tc.) 

Sin autem fit n = o , ob fin»(x4 M )='*(*4“ i1 ) finwx = »x 

at d je cof»x = i, fi ubique per n dividatur, prodibit: 

*• (*4«)=*+ •ix4-i« 1 * + 7« , *4'r;" < * 4* &c. 

4»4“ , 47 , “ 5 4t‘ ,,4 4r;“ , + & c. 
cuius feriei ratio «fi maaifefta. 


CA- 
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INVESTIGATIO SUMMAE SERIERUM 
EX TERMINO GENERALI. 

103. 

Sit Seriei cuiufque terminus- generalis — refpondens indi- 
ci x, ita ut y fit funflio quaecunque ipfius x. Sit porro S y 
fumma feu terminus fummatorius feriei , exprimens aggrega- 
tum omnium terminorum a primo feu alio termino fixo 
ufque ad y inclufive. Computabimus autem fummas ferierum 
a termino primo, unde- fi fit *= 1, dabit y terminum pri- 
mum, atque Sjy hunc y terminum primum exhibebit: fin au- 
tem ponatur * = o , terminus fummatorius Sy in nihilum 
abire debet , propterea quod nulli termini fuinmandi adfunt. 

Quocirca terminus fummatorius Sy eiufmodi erit fuuftio ipfi- 
us x, quae evanefeat pofito x=o,. 

104. Si terminus generalis y ex pluribus partibus con- 
fiet, ut fit y=p + q-f-r-j- &c. tum ipfa feries confiderari 

poterit tanquam conflata ex pluribus aliis feriebus, quarum i 

termini generales fint />, q , r, &c. Hinc fi fingularum ifta- 
rum ferierum fummae fuerint cognitae , fimul feriei propofi- 
tae fumma poterit affignari ; erit enim aggregatum ex ium- 
mis fingularum ferierum. Hancobrem fi hiy — p Aq +*r+- &c. 
erit Sy = S p 4 - S q + Sr -f- &c. Cum igitur fupra exhi- 
buerimus fummas ferierum , quarum termini generales fint 
quaecunque poteftates ipfius x, habentes exponentes integros 

affirmativos, hinc cuiufque feriei, cuius terminus generali; \ _ 

efi ax* -f- bx c cx> -f- &c. denotantibus *, S, y , &c. numeros 
integros affirmativos , feu cuius terminus generalis efi funilio ra- 
tionalis integra ipfius*, terminus fummatorius inveniri poterit. 

105. Sit in ferie , cuius terminus generalis feu expo- 
nenti x refpondens efi =y, terminus hunc praecedens feu 

T t ex-. 
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exponenti * — r refpondens —v } quoniam v oritur ex y , 
fi loco * fcribatur * — 1; erit : 

dy , ddy d l y , d*y d*y 


v =y~ 7 : + 


+ 


+ &c. 


dx ' idx 1 6 dx i ' 24 dx* 120 dxi 

Si igitur y fuerit terminus generalis huius feriei 

12 34..... x-i X 

a *t~ b + c -f- d -f* .... + v 4 " y 
huiufque feriei terminus indici o refpondens fuerit = A , 
erit 2), quatenus ell funilio ipfius *, terminus generalis 
huius feriei : 

12 345 * 

A + » + b + c + </ + .... + v 

unde fi S-u denotet fummam huius feriei , erit Sx^Sj'— y-\-A. 
Sicque pofito x = o, quia fit Sy=c o & y =r A , quoque 
Sv evanefeet. 


10 6. Cum igitur fit v= y — -f- 


dy ddy d l y 


erit per ante oflenfa : 


dx 2 dx x 6dx * 


+ &c. 


Sv = Sy-S± +S 


d JL , c JJ y c J3 y 


C d4 y Kr 

S - . " &c» 

24 tf* 4 


d* ‘ zdx 1 6dx 1 
atque ob Sv — Sy — y + A , erit : 

d*y 

24 dx* 


„ dy ddy . d > y 
- — A = S~— S-^r+S — y 


dx 


Jy 


2 dx 1 6dx 5 

ideoque habebitur: 


S dx =y — A + s 


ddy 


d 3 


■y 


fs 


</+y 


+ &c. 


— &c. 


idx % 6dx > 1 “ z^dx* 

Si ergo habeantur termini fummatorii ferierum , quarum ter- 
, - ddy d'y d*y _ 

mim generales funt — — - — &c. ex ns obtinebitur 

</**’ </*» <fx« 

terminus fummatorius feriei , cuius terminus generalis ell 

dy 

d„ • Quantitas vero confians A ita debet cfle comparata , ut 

fu- 
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fa£to x = o terminus fummatorius 



3*3 

evaneftat ; hacque 


-1 . 

- . ddy 

mam fit — = (w-f-i)*’’ : — - — =s. x— : ■ ; 

J “ K ' * 2dx* 1. 2 * 


conditione facilius determinatur , quam fi diceremus , eam elTc 
terminum indici o refpondentem in ferie, cuius termiuus ge- 
neralis fit ~y- 

107. Ex hoc fonte fummae poteftatum numerorum 
naturalium invefligari folcnt. Sit enim. y=zx n +• ; quo- 
dy 

d» 

d*y _ ( 4 i)<»- i) ^ . J^y__ J( ,_ J . &c _ 

d</x* 1. 2. 3 ’ 24!/** I. 2. 3. 4 

erit his valoribus fubftitutis: 

(ni i)Sx' = x’ " +, -Ax — — Sx *— « - — Sx — »X &c. 

1. 2 i. 2. 3. 

atque fi utrinque per »-f-i dividatur; erit. - 

_ I , n n(n~ 1) _ n(n-i)(n- 2). , 

Sx” = x" •+» J. — Sx— * — * Sx— » X — Sx— > + &c- 

»f 1 T 2 2. 3 T 2. 3. 4 

— Conft. 


quae conflans ita accipi debet, ut pofito x=so, totus ter- 
minus fummatorius evanefcat. Ope huius ergo formulae ex 
iam cognitis fummis poteftatum inferiorum, quarum termini 
generales funt x" *• ,x" — *, &c. inveniri poterit fumma potefta- 
tum fuperiorum termino generali x" expreffarum. 

108. Si in hac expreflione n denotet numerum inte- 
grum affirmativum, numerus terminorum erit finitus. Atque 
adeo hinc fumma infinitarum poteftatum fi » = o, abfolute 
cognofcetur; erit enim: S. x° = x. Hacque cognita ad 

fuperiores progredi licebit, pofito enim n—i; fiet: 

S.x' = rx*-f-jSx # = xx* + tjr 

fi porro ponatur n — 2 prodibit 
S.x* =7 x + S* — 7 S*° s=7*»+t**+t*; deinde 
Sj»' = 7*++7S**— Sx + 7 S*° =7 *♦ + t* 5 + :;** 

Tt 2 S- 


1 
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S.x4 = i*s+4S*» — f Sx' + Sx — iS*‘ fivc 
S •** — \ x 3 + i x* + \ x ’ — £ x. 

Sicque porro quarumvis poteflatum fuperiorum fummae fuccef- 
fivae ex inferioribus colligentur ; hoc autem facilius per fe- 
quentes modos praeflabitur. 

icp. Quoniam fupra invenimus cfle : 

+ -" s x: + &c - 


dx 1 dx* 

g ^ ddy dz d'y ddz ^ 

dx ’ dx * dx ’ dx* dx * ’ 


d» t 
c- 

Si ponamus -f- 
dx 

tum vero ob dy — zdx , erit y quantitas , cuius differentiate 
eft —zdx, quod hoc modo indicamus, ut Cu y=fzdx. 
Quanquam autem haec inventio ipfius y ex dato * a calculo 
integrali pendet , tamen hic iam illa forma fzdx uti poteri- 
mus , fi quidem pro z alias ipfius x funitiones non fubflitu- 
amus , nifi eiufmodi , ut funftio illa , cuius differentiale cli 
: —zdx , ex praecedentibus exhiberi queat. His igitur valori- 
bus fubflitutis erit : 

adiiciendo eiufmodi conflantem, ut pofito ar = o ipfa fumma 
Sz evanefeat. 

no. Subflituendo autem loco y in fuperiori expref- 
fione litteram z, vel quod eodem redit differentiando illam 
aequationem erit : 

S~ = * + *S^-*S^ + £.S^-&c. 
dx dx * d*t dx * 


dz 


erit : 


fin autem loco y ponatur — ; 

ddz dz s J 2l — Scc. 

S d7' ^ + rS d^"' t dx> + - S Jx< 

Similique modo fi pro y fucceflive ponantur valores 

ddz 
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d'x 


ddx 

fx 

d*x 

S dx* 
d*x 


reperietur : 


__ Jdz j_ , c d * z ■ c ±.ci'* 

“ dx* dx* ‘ dx * </* 6 

i/’z , , - „ d*x d’x 

*. = -^ +tS 7 r.- -iS ^ +iS '^ 


ficque porro in infinitum. 

r.dx ddx 

in. Si nunc illi valores pro S — : S — - — 

1 dx dx * 

&c. fucceff.ve fubftituantur in expreff one : 

dx . _ ddx . . _ d*x 


■ 8cc. 

- &c. 

d'x 

'~d^’ 


s«=/w.+is--;s.^, 


+ is- 


dx* 


— Scc. 


; &c. quorum coeffi- 
Ponatur 


invenietur expreffio pro S* , quae conflabit ex his ter- 
. . dx ddx d'x 

J ’ ’ dx ’ J x * > dx* 

cientes facilius lequenti modo inveftigabuntur. 

6dx yddx 8d*x cd*x 

S*=/*fc + «+— +_ + _ + — + &c. 

atque pro his terminis fui valores fubflituantur , quos obti- 
nent ex praecedentibus feriebus , ex quibus efl : 
rj c 1 Q dx 1 ddx 1 c d*x 1 d*z 

2 dx 6 dx* 24 dx* 120 dx* 

, _ dx « „ddx tt d*z * -d < z 

«*= +«S — — — S— + -rS — S-— +&c. 

dx 2 dx 1 • dx » 24 dx* 

6dz ddx & </»* , 6 0 d*z 

e-S — — — S-r- ■ + J s ~ ~ &c. 


dx 

yddx 


dx * 


dx % 

8d*x 

dx > 


dx* 0 dx * 

—S — +&C. 

‘ dx* 2 dx * 


dx* 

. d*x 

8S - Bcc. 

dx * 

qui 
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qui valores additi , cum producere debeant Ss , coefficientcs 
a , 6 , J , <S , &c. ex fequcntibus aequationibus definientur : 
i 

a “7 = ° 

^ ^ a i 

^ 2 6 24 ■" ° 


+ _I_ =0 

2 6 24 120 
<J a 6 , a 1 

— r+« =° 

j 


24 

120 

720 


— 4- 
24 

e 

1 + 

1 

120 

— — -f- 

720 

5040 


11 2. Ex his ergo aequationibus fucceflive valores om- 
nium litterarum a, 6 , } , $ , &c. definiri poterunt , reperie- 
tur autem: 


z 




6 , 

a 

1 

z 

— - + 

— 

— — ■ 

— — — ■ 

2 

6 

24 

120 

720 

_ 8 

-U 

* 

a 

+ — =0 

2 

6 

24 

120 

&c. 

720 


ficqne ulterius progrediendo reperientur continuo termini al- 
terni evauefcentes . Litterae ergo ordine tertia , quinta , fepu- 

ma , 
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ma , &c. omnefque impares erunt = o , excepta prima , quo 
iplo haec valorum feries contra legem continuitatis impinge- 
re videtur. Quamobrem eo magis nccefle ell , ut rigide de- 
monflretur , omnes terminos impares praeter primum necefla- 
rio evanefcere . 

11 3. Quoniam fmgulae litterae fecundum legem con- 
flantem ex praecedentibus determinantur , eae ferient recurren- 
tem inter fe conflituent. Ad quam explicandam concipiatur 
ifla feries : 1 -f- au -{- (ju 1 + 5» 3 + Ciu * -f £« s + £» 6 -f- &C. 

cuius valor fit = V; atque manifeflum eft hanc feriem recur- 
rentem oriri ex evolutione huius frailiouis: 


1 — + — i * 1 + ; * 4 — &c. 

atque fi ifla fraflio alio modo in feriem infinitam fecundum 
p tteflates ipfius u progredientem refolvi queat , neceffe eil , 
ut femper eadem feries: 

V = 1 -f- au +- Su 1 4 " 3 4 " Su 4 -f- eu 5 -f- &c. 

refultet: hocque modo alia lex, qua ifli iidem valores ct , £, 
8 , &c. determinantur, eruetur. 

11 4. Quoniam, fi e denotet numerum, cuius logarith- 
mus hyperbolicus unitati aequatur , erit : 

e = 1 — * + j « ’ — i « 3 + i, “ 4 — * 5 + &c. 

erit : — = 1 — 4 *< + i « 1 — 4 « 3 + n; « 4 — &c. 


ideoque V = — — - — — . Nunc extinguatur ex ferie fecun- 
dus terminus ««=j«,ut fit: 

V — x * = 1 + 6« ’ + Jw 3 + <?* 4 + £« 5 + ‘ + &c. erit : 

I J -J- g — « j 

V — x » = ^ ^ — — . Multiplicentur numerator ac de- 


7 « 


nominator per e , eritque V 


i u 

& quantitatibus r 1 & e 1 


r-iw-lCl! 

» — 


'W' 9 ) 


s * i 

l(e —e ) 


in feries converfis fiet 


3 28 


H + 


CAPUT 
»4 


V. 


V-.J,= __ 2 J± 


2. 4. 5 . 8 2.4. 5 . 8. 10. 12 


+ Scc. 


u 

2( i + — + 

v 2 2 .S .6 


five 


2.4.5 2.4.5.8.10 


4 &c.) 


l 4 1 H 

v _ . H _ 2-_4 2-4-5.S 2.4. 


12 


-f&c. 

2.4... 1 5 


I 4 ~ + 


4 


+ SCC. 


4.5 4.5.8.10 4.5... 14 4.5... 18 

11 5. Cum igitur in hac fraflione poteftates impares pror- 
fus delint, in eius quoque evolutione poteftates impares omni- 
no nullae ingredientur; quare cum V — j u aequetur ifti feriei : 
1 4 Su * + 3 + Su ' + m 5 4 - Z.u 6 + Scc. 

coefficientes imparium pote, 'latum 9. , e , j; , t , Scc. omnes 
evanefcent. Sicque ratio manifella eft, cur in ferie : 

I -f- au + Su ' -f- yu * -j- Su* -f- 8CC. 
termini ordine pares omnes praeter fecundum fint — o , ne- 
que tamen lex continuitatis vim patiatur. Erit ergo 
V = 1 4 7 u -j- Su 1 -f- Su * -f- Cu 11 -f- dtt 1 4 " %u 10 -f- Scc. 
litterifque 6, £, 0 , x, Scc. per evolutionem fuperioris 

frafti jus determinatis, obtinebimus terminum fummatoriuni 
Sz feriei, cuius terminus generalis eft “ z , indici x refpon- 
dens , hoc modo expreflum : 

Sdz 8 d*z 0 c/ 7 * 

S* -=sfzdx + 7*4 — 4 -7— - 4 -7— 4 ~j~r + , &c - 

1 1 5 . Quia feries 1 4 Su ’ + 8« ♦ 4 6 4 0 » 8 4 8cc. 

oritur ex evolutione huius fra£lionis : 

. u* u* „ 

l -j -f- — -f- 4 &c. 

2.4 24.5.8 24.5.8.10.12 

«* u s . „ 

1 — — -f- -- — . — — — — - -f- Scc. 

4.5 4.5.8.10 4.5.S.10.12.14 


lit- 
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litterae 6 , 8 , l , 4 , &c. hanc legem tenebant , ut fit : 


I 

~~ 2-4 

I 

1 

-l>l 

1 

r 


— 2.4.d.S 

I 

4 -d 

8 

4. d.8.1 0 
8 

1 

2-4.d~.I2 

4. d 

4.6.8.10 

4.6... 14 

I 

C 

8 

g 

2.4... id 

4 -^ 

4-d.S.io 

4-d... 14 


Hi aute.n valores alternative fiunt affirmativi & negativi. 

117. Si igitur harum litterarum alternae capiantur ne- 
gative , ita ut fit : 

. , Sdx 8d 3 z £d'x Odi * 

s«=/w*-h + 7T~ 7^ + 7JT “*“• 

litterae 8 , 8 , 2 , 0 , &c. definientur ex hac frailione : 

M * ti 4 fa ^ «i ® 


K* 

u* 

4 - 

4 - 

2.4 

2. 4. d.8 

2 . 4 ...I 2 


1 

+ 

4 -d 

4.6.8.10 

4. 6... 14 


eam evolvendo in lerien : 

1 -f- £k 1 -f- <S« * 4 " ^ * 4 " * 4 * &c. 


quocirca erit; 


£ — 

I 

1 

D — 


2.4 


6 

1 1 1 

U — 

£ ss 

4 -d 

4.d.8.io ' i. 4-d . 3 

6 I 1 


4 -d 

4.6.8.10 4.6». 14 


nunc autem omnes termini fient negativi. 

118. Ponamus ergo 8 = — A; 8 = — B;£ = — C; 
&c. ut fit : 

Vv Sz 
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Adz Bd*z Cd*z D*/ 7 :* 
dx dx* dxi dx r 


330 

Sz=yw*+r *+ 

atque ad litteras A, B, C, D, &c. definiendas confidere- 
tur haec feries : 

1 — Au 1 — B u* — C u * — D« s — Em 1 ’’ — &c. 
quae oritur ex evolutione liuius fraflionis : 


u* 


I — 


2.4 2.4.6 .8 2.4-12 


»* 


u* 


2.4... 1 6 
' TA~~~ 


&c. 


+ 


■&c. 


4.6 4.6.8.10 4. 6... J4 4.6-18 

vel confideretur illa feries : 

— — Au — Bti 1 — C «5 — D«r — E»’ — &c. =r 
u 

quae oritur ex evolutione huius fraflionis : 


*4 


I — 




2.4 2.4.6. 8 2.4... 12 


+ &c. 


«5 


4.6 4.6.8.10 


«7 


4.6... 14 
■Cum autem fit: 


+ ficc. 


cofj u= I 


*r J 


2.4 2.4. 6. 8 

/• , u u* , «* 

fin x k— i — 

2 2.4.6 2.4.6.8.10 


2.4.. .12 


+ &C. 

+ &c. 


2.4... 14 

r • /- C0f . 

lequitur iore: s — —~ — — =2xC0t. i K. 

2 liti x u 

Quare fi cotangens arcus f « in feriem convertatur , cuius 
termini fecundum potefiates ipfius t < procedant , ex ea coguo- 
Icentur valores litterarum A, B, C, D, E, &c. 

np. Cum igitur fit ^r^rcot^wj erit { « = 

A cot 2 s , & differentiando erit ~ d u = — - — f eu 

’ 1 + 4 " 

4 ds 


Dioiliz od b^Gtpo qle 
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4 d t -f" du -f- 4ssdn = o , fivc 


4 ds 


du 


f I | 4 i ; = c. 


Quia autem eft ; j=s- — A»— B»* — — &c. 

erit 

.A — — 3.4 B«» — 5.401 4 — 7. 4Dk‘ — & c. 

du uu 

1 = 1 

4 ss — — — 8A — 8 B« 1 — 8 C# 4 — 8 Du 6 — &c. 

UU 

+ 4A>«* + 8AB« 4 + 8 A C « 4 + &c. 

+ 4 B B « 4 + &c. 

fer.! nilis his terminis liomogeneis ad cyphra» fiet : 

A = — 

12 

b = £. 


c = 


5 

2AB 


D = 


2 AC + BB 


E = 


2AD + iBC 


1 1 




2AF. + 2BD4-CC 


G = 


H 


»3 

2AF+2BE+2CD 

»5 

2AG-f2BF + 2CE + DD 


&c. 


»7 


V v 2 


Ex 
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Ex quibus formulis iam manifefto liquet , lingulos bos valo- 
res efle affirmativos. 

120. Quoniam vero denomina tores horum valorum 
fiunt vehementer magni , calculumque non medioctiter in pe- 
diunt ; loco litterarum A, B, C, D, &c. lias novas in- 
troducamus : 


A = 


B = 
Ci 
D ; 


x.2.3 
s 

1.2.3.4.5 

y 

1.2.3... .7 
8 

1.2.3 9 

t 


E — Sc c. 

1.2.3 1 1 

Atque teperietur fore . 


a 2 


s= - a* 
3 

5 = 2.— aS 
3 


8.7 
— r* 


S ~ 2. — OLJ -f- — - £ 3 

3 4-5 

< , 10. 0.8 „ 

f = 2. - «8 + 2. — — ty , 

3 1....5 

„ 12 , I 2 .II.IO_. , 12 . II.IO.9.8 

£ — 1. «£ + 2. e 0 H 99. 

x.2.3. 1 5 1 7 

14 „ , x4.13.12 , *4-x 3.12.U.10 . 

q = 2. a£ -J-2. + 2. : •)§ 

x.2.3 1 5 1 7 

&c. 
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1 21 . Commodius autem utemur his formulis : 


_ i 
2 

g== ± “ 

3 ' 2 

6 

^ — -.aS 
3 

» 8 ,8 


4- 

io.p. 


es 

2 


IO 




3 3-4-5 

12 . 12. ii. io 12.11.10.0.8 yy 

l—— -ct£ + H — . — 

3 3- 4-5 3- 4- 5- <*• 7 2 

»4 , I 4- I 3- 12 .. , 1 4- 1 3 * 

?] zz — . a£ i . Ce i 

3 3-4- 5 3- 4 • 

1 6 16.15.14 16.15. . .12 16.15.. .io 88 

6 = — ,a>i+ .*Z-i .nt, • . — 

3 3- 4-5 3- 4 • ... 7 3. 4 • • • 9 2 

&c. 

Fx hac igkur lege, fecundum quam calculus non difTculter 
inftituitur , fi inventi fuerint valores litterarum « , 6 } y , $ } 
&c . tum feriei cuiufcunque j cuius terminus pencralis feu in- 
dici x conveniens fuerit = z, terminus fummatorius ita ex- 
primetur , ut fit : 

Sz=fxJx + iz+-2- Jz Cd ' 


8 J’ 


1.2.3 dx 


^ 9</ c z 

P 1 • " 


1 . 2 . 


« f</ 9 Z 

9dx 7 1 . 2 .... 1 \dx 9 


1.2.3.4.51/.*) 

Id" 


1.2 .. . .7 </* < 


+ &c. 


i.2....ildx" 

iflae autem litterae «, £ , 2, 8, &c . fequentes valores habe- 
re inventae funt; 
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A 

2 

1.2 a = 1 

0 — — 

I 

5 

1.2.36=1 

y — 

1 

6 

M 

W 

Cs> 

4 * 

SP 

II 

4 » 

8 = 

_i 

io 

I.2.3.45 8 = 35 

t — 

5 

5 

1.2,3. . . 5 c — 5 oo 

*=« 

5 pi 

210 

1.2.3 • • 7 2 = 24.591 

»! — 

35 

2 

1.2.3 * ■ 8j} = 2oi5o.35 

9 s 

3 tf «7 

3 ° 

1.2.3 . . p0= 12095.3517 

* = 

4 i?iZ. 

42 

1.2.3 , . 101=85400.43857 

* — 

1222277 
1 10 

I.2.3 • • II X = 35288o.I222277 

Xr= 

854513 

5 

1.2.3 ■ • 12 X = 79833500.8545 13 

■t — 

1181820455 

546 

1.2.3 . .13/1=11404800.1181820455 

y — 

76977917 

2 

1.2.3 . .^ = 43589145500.75977927 

e 

- 37494 ^ IC2 P 

3 ° 

1.2.3 . .155 = 43 589 145500.237494^« 

* = 

8515841275005 _ . i6n — 45287424000.8515841275005 

462 

fcc. 
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122. Numeri ifti per univerfam ferierum doQrinam 
ampliflimum habent ufum. Primum enim ex his numeris 
formari poflunt ultimi termini in fummis potellatum pa- 
rium, quos non aeque ac reliquos terminos ex fummis prae- 
cedentium reperiri polfe fupra annotavimus. In potellatibus 
enim paribus poftremi fummarum termini funt x per certos 
numeros multiplicati j qui numeri pro poteftatibus II ; IV ; 

VI } VIII ; &c. fu nt 7 , ^ ~ ^ , &c. lignis 

alternantibus affefti. Oriuntur autem hi numeri fi valores 
litterarum a, S , 8 , & c. fupra inventi refpcflive divi- 

dantur per numeros impares 3, 5,7, &c. unde illi nume- 
ri , qui ab Inventore lacobo Bernoullio vocari folent Bcrnoul- 
liani erunt : 



C 

13 

15 

e 

17 

t 

1 9 



= S 
= © 


3£i7 

510 
43 ^£7 
79 % 


£ 


3 
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X 

174811 

= ^ = — l# -iZ. 

21 

33 ° 

33 ° 

X 


n. 131.593 

23 

138 

2 - 3-23 


238384091 

= 3 R 

2 S 

2730 


r 

® 5 5 3 io 3 

_ «_iJ- tf 5793 i 

— jt— 5 

27 

8 

5 

237494^1029 

= 0 

2 9 ~ 

870 

?r 

8815841278005 

- % 

3 1 

14322 


&c. 


123. I(K igitur numeri Bernoulliani 51 , «5 , (J , Scz . 
immiJiate ex fequentibus aequationibus inveniri poterunt : 

«- 7 


4. 3 1 

®=rt'T 2l ‘ 

6 . 5 2 

®=d'T* B 

1.2 9 1.2. 3.4 9 

10 .0 2 . 10.9.8.7 2 

e = 2© f m 

1. 2 1 1 


1.2. 3. 4 “ 
12.tr 2 , 12.1M0.9 2 

5= — •— 'UH ~ 

1 . 2 J 3 1.2. 3.4 i 3 


12.11.10.9.8.7 1 

.-»!> + .71 «* 

1.2. 3. 4.5 . 5 J 3 


0 


r ±li • ^ 5(5 + ^ - £ »* + f< <© 

1.2 15 1.2.3.4 ‘5 

&c. 


1.2. 3. 4. 5. 5 . *5 

qua- 
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q narum aequitionum lex per (e e!l mnifefta , fi tantum no- 
tetur, uol quadratum cuiufpian litterae occurrit, eia; coeifi- 
cie item duplo ede mitiorem , quam fecun.lum regulam ede 
debere videatur. Revera autem termini , q ii continent pro- 
ducta ex dtfparibu; litteris, bi; occurrere cenfeili funt, erit 
enim verbi gratia : 

12. II , I 2 . 1 1 , io.o . 12.11.10.0.8.7 

i 3 3 = m 4- -233 -1- CE -f 

1.2 1. 2. 3.4 i-*- 3 - 4 - 5 - 6 

12. II. 10 ... 5 . 12.11.10 ... ? 

2 -j- 2 G2( 

1. 2. 3 ... . 0 1. 2. 3. ... 10 

124. Deinde vero etiam iidem numeri a, 8 , y, 8 , 
&c. ingrediuntur in exprefiiones fummarum ferierum Irailiu- 
num in hac forma generali ; 

1 4* — + — + — + — 4- — + Sic. 

2’ 3* 4 ‘ 5' 6 n 

quoties n eft numerus par affirmativus; contentarum. Has 
enim fummas in introduflione per poteldates femiperipheriae 
circuli ir radio exiftente = 1 exprelfas dedimus , atque in ha- 
rum poteltatum codficientibus ilti ipfi numeri a,t>,y, 8 , &c. 
ingredi deprehenduntur. Quo autem haec convenientia non 
cafu evenire , fed neceflario locum habere intelligatur , has 
eafdem fummas fingulari modo inveftigemus , quo lex fumma- 
rum illarum facilius patebit. Quoniam fupra invenimus elle: 
it m 11 1 I . I I , „ 

— cot. — n— — 4- -}• 4 " &c. 

n n iw n-m- n\m ln-m 2 n±m 3 n-m 
binis terminis coniungendis habebimus: 
n ni __ 1 znt 2ra 2»» 2 m ^ 

n n m nn-m x 40»’ -w* pn'-m‘ \ 6 n l -m i 
unde colligimus fore: 

1 1 1 1 \ n m 

n x ~m x ^ i 6 a x — »»*"* 2 mm zmn n 
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Statuamus nunc »=i, & pro m ponamus »; ut fit: 

i i i i i x 

4. -l j. J. &c. = cot. n u . 

i-u‘ 4 -u' q-«» i 6 -u' iuh 2 u 


4 ' 9 ' 

Refolvantur fingulae iftae fra&iones in feries: 

I 

i-u * 

I 


= I + &C. 

* 1 , »’ , « 4 , , V* , „ 

* — -f- -f- + — J + 1“ &c. 

4 -u' 2 * 2 4 2 - 1 8 . 2 '“ 

1 1 . . “ 4 . “ 6 . . o 

= — + — + — + — + &C. 

9~ u ' 3 1 3 4 3 3’ 3'° 

1 I K J « 4 U 6 U % , 

— — == — -f* — *h — - — 4 - 1 - &.c. 

Id -» 1 4 1 4 4 4 4 a 4 10 

&c. 

125 . Quod fi ergo ponatur: 

i+— +-^ + -^- + &c. = a 
3* 3 4 

*+—+—+ — + &£. = & 

2 4 34 4 4 

i + ^+4 + -^+&c.=t 

2 6 3 6 4 6 

1 + — + &C. = b 

2 « 3 » 4* 

1 + H — ~h — + &c. = ( 

2 '* 3'° 4'* 

&c. 

fuperior feries tranfinutabitur in hanc: 

«4-6«' +f « 4 +b » 6 -fe » 9 +f » ,0 + &c. = — — cot. *». 

2UU 2 U 

Cum igitur in §. 118 . litterae A , B , C , D, &c. ita com- 
paratae fint inventae, ut pofito: 
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, = L _ A« — B* » — Cu 5 — D« 7 — E« 9 — &c. 

U 

fit j = 7 cot. i « , erit polito loco -! « feu 2*« loco u 
4 cot n« = — — - 2 Ajt« - 2 3 B;t 3 # 5 - 2 5 C* 'U i - 2 7 Djr 7 H 7 -8tc. 


2 . 1 « 


unde per — multiplicando erit : 
r u 

— cot. *« = — aAn' — 2 * B-t 4 * 1 — 2 5 Cjt 6 « 4 — &c. 

2« 2 «« 

hincque fequitur fore: 

— — COt.TW =2A^’4-2 } B.T 4 »* 4- 2 5 C.T 6 « 4 4- 2 7 Di*«‘ 4- 

2 «« 2 « 

Quia igitur modo invenimus efle: 

— — cot . xu = o +■ 6 « 1 ■+* c « 4 + fe« 6 + & c * 

2 HU 2 U 


necefle eft ut fit: 


2 * 


.*» = 


2 % 


. K % 


0 = 2 A JT* = 

I.2.3 1.2 

. _ 2 ’» _ 

. jt 4 — . n* 

1.2.3.4.5 1.2. 3 - 4 

l! ? 2*6 

r* = # 4 = - 


6 = 2’ B jr 4 : 
t = i*C x‘ 


1.2.3-.7 
2 7 8 

i= 2 7 D x*= X* — 


1.2 6 

2 7 © 


I.2.3.-P 1.2 S 

2 »£ 2 ’g 

* =3 2» E jr IO = jr” = 

1.2.3«.! 1 1,2.... 10 

2 “* 2**5 

f = 2 ”F ”= — * — 


jr M 


jr” = 0 — x •» &c. 

1.2.3.«! 3 1.2. ... 12 


12& Ex hoc ergo tam facili ratiocinio non folum 
omnes feries poteflatum reciprocarum , quas §. praeced. exhi- 

X x 2 bui- 
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buimus , expedite fummantur; fed fimul quoque perfipicitur, 
quemadmodum illae fummae cx cognitis valoribus litterarum 
a, £, 5., <J, £, &c. vel etiam ex numeris Bernoulliatiis 
51 , 2 ?* , 4 > 3 ) ■> &c. formentur . Quare cum illorum nume- 
rorum quindecim §. 122. definiverimus, ex iis fummae om- 
nium poteltatutn parium ufque ad fummam huius feriei in- 
clufive atfignari poterunt: 

x 4 - JL - 1 — 5 - 4 — — 4 — — -f- & c. erit enim huius feriei funt- 
3 ” 4 ’° S ! ° -- . 

„ 2 a-? ^ 


ma 


:** — ■ 


r !® 


I.2.3...3I 1.2 30 

Atque fi quis voluerit has fummas ulterius determinare, 5 d 
continuandis numeris a , 6 , 2 > &c. vel his 21 , iS , -C > 
facillime praeliabitur. 

127. Origo ergo horum numerorum a, 6, 2» $ , Stc. 
vel inde formatorum 21, 2? , G > © > &c. potifl ir.um debe- 
tur evolutioni cotangentis cuiufvjs anguli in leiiem infini- 
tam. Cum enim fit 


'r cot.x« = Au 

1 1 K 


B« t — C#J — D» 7 — E* » — &c. 
erit: 


A* 


+ B«*-f C« e + D«' + &c. = 1 — — cot. f 


fi igitur loco coefficientium A , B , C , D , &c. valores ip- 
forum fuhftituantur,. xeperietur : 

u , 

4. &c. = 1 cot i u 

1.2...P 2 


««* . . yu 6 Su 

H r 

1.2.3 


I • 2 • 5 1*2 • • 7 

atque numeros •Bernoulliauos adhibendo erit: 

S1+ _2"1_ + +._»rli +fc .». -i cot r . 

1.2 I . 2 . 3.4 — 1 * 2..*0 1.2 •• 4*0 1 

ex quibus feriei us per diflerentiationem innumerabiles aliae 
deduci poflunt , ficque infinitae feries feminari , in quas ifii 
numeri notatu tantopere digni ingrediuntur. 
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128. Sumamus aequationem priorem , quam per u 
multiplicemus , ut fit : 

<*«* f>«t . 711 7 Su’ _ uu , 

H 1 1 4. S;c. = m cot f* 

1.23 t.2.,.5 1.2... 7 1.2. ..9 2 

quae differentiata ac per du divifa dat: 

au 1 6u* yu 6 tu* uu 

- X X — X -i«c. = l- KCOt -u± ~ r —TT 

1. 2 J.2.3.4 I.2...6 .I.2-.S 4 (fll.“/ 

&, ft denuo differentieturcrit : 
c» 6u' p«' u uucof';u 

i + J.2.3 + 1.2.3.4.5 + C ‘ _r COt ' * + (fm i u ) 1 4(liu j «) * 
Sin autem altera aequatio differentietur erit-: 

31 « .2V>> . ©«* , . , « 

i I.2.3 I.2..i7 4(001«)* 

Ex his ergo fi ponatur u— jt, ob cotiirrrro, &fin )« = 1 , 
(equutitur iftae fummationes : 

, = xn + — - + + fe. 

1.2.3 1.2. 3.4.5 1.2. 3.-7 I.2.3..P 

/T 1 «r» Sn* yr . 6 in* ' 

1 + — - = 1 1 H 5 + &c. 

4 1.2 1.2. 3.4 1.2. 3...O 1.2. 3...b 

«it . 6x* 7 jt * . Sx 7 

x.= + + + +&c. 


(eu 


1 = * + 


x 2.3 
6 n 1 


I.2.3.4.5 1.2.3... 7 

7** , Sx* , „ 

1 ; 1 f &C. 

1.2.3 1.2.3.4.5 1.2.3... 7 

a qua fi prima fubtrahatur remanebit: 

a= tr!^l +(tr2)H + ^ll + &c . 

1.2.3 1.2.3.4.5 1.2.3... 7 

Tum vero erit : 

x == h 1 "i + &c. 

1.2 1.2.3.4 1.2.3 "'6 1.2.3. ...8 


ff _ 31 * ( %>*> + _G*j_ + _©* ? 

4 x "^1.2.3 1.2.3.4.S 1.2.3. 


+ &c. 
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r , <H , »** , Cff» , ©)T‘ 

feu i = — H -I -\ 

i i. 2. 3 1.2.34.5 1.2.3.... 


+ &c. 


129. Ex tabula valorum numerorum a, 8 , 8 cc. 

quam fupra §. 121. exhibuimus, patet eos primum decrefce- 
re tum vero iterum crefcere , & quidem in infinitum . Ope- 
rae igitur pretium erit invehi gare , in quanam ratione hi 
numeri , pofiquam iam vehementer longe luerint continuati , 
ulterius progredi pergant . Sit igitur <p numerus quicunque 
huius feriei numerorum a , 6 , ^ , 8 , Scc. longiflime ab ini- 
tio remotus , & fit numerorum fequens . Quoniam per hos 
numeros fummae poteftatum reciprocarum definiuntur , fit 2» 
exponens poteflatis , in cuius fumrna numerus <p ingreditur > . 
erit zn -f- 2 exponens patefiatis numero refpondens , atque 
numerus n iam erit vehementer magnus . Hinc ex §. 12 5. 
habebitur : 


1 + + —— + &c. = 

2 ** 3 2 " 4 “ 

x + ~V + ^: I - + ^: I 3T + & c.r- 


<P 


3 ’ 


-4-* 


I*» 4 -J 


I.2.3.„(2»+l) 

2 *■ +' vj> 

I.2.-3.m(2»-J-3) 




Quod fi ergo haec per iftam dividatur , erit : 

4 4 * 


(2»-f- 2) (2»+ 3) <p 

ob feriem 


X + -TI 1 — + pj-TT + gcc - 4 \J/ 

1 -) - 1 — H 77- 4 - & c. 

2 •" 3 J ' 

Quia vero n eft numerus vehementer magnus , 
utramque proxime = 1 , erit : 

4» (2»+ 2) (2» + 3) nn_ 

(j) 4* 2 nn 

Cum igitur n defignet , quotus fit numerus <p a primo a 
computatus , fe habebit hic numerus <p ad fuum fequentem 
\J> ut jt ’ ad n 1 , quae ratio , fi n fuerit numerus infinitus , 
veritati penitus fir confentanea . Quoniam eft fere rn — 1 o , 
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fi ponatur »= ioo; erit terminus centefimus circiter millies 
minor fuo fequente . Conflituunt ergo numeri <*,£,},$,& c. 
pariter ac Bernoulliani 51, S , £ , © , &c. feriem maxime 
divergentem , quae etiam magis increicat, quani ulla feries 
geometrica terminis crefcentibus procedens. 

130. Inventis ergo his valoribus numerorum a , £>, 8 , 8cc. 

feu 51, 33, (£, 2), &c. fi proponatur feries, cuius terminus 
generalis z luerit funftio quaecunque ipfius indicis x , termi- 
nus fummatorius Sz huius feriei fequemi modo exprimetur , 
ut fit: 


S * = /«/* + **+ l z .—-r ~ - 

0 i.zdx 30 


d'z 


42 


1. 2. 3 ...5</* s 
d 9 z 


I. 2. 3... lodx* 
d"z 


■+ 


+ -I. 

66 

6 1. 2. 3 ... 

_j_ 438^7 d'?Z 

798 1.2.3... i8</x 17 

85 4513 d"z 

138 * 1.2.3... 22</*“ 
8553103 d**z 

d 1.2.3. .• 2<5</ar 2 J 
851384x275005 


30 

5px 


I. 2. 3. 4 dx 1 
dz 

1. 2. 3... 8 dx 1 
d” z 

I. 2. 3. . . ndx M 
d '* z 


2730 

3 6i 7 

510 ' 1.2. 3 
1 745 x 1 


.. 1 6 dx 'J 
d">z 


330 1.2.3 

235354091 


.. 2cd\ '» 
d 1 * z 


2730 I.2.3...24^* > 3 

23749451029 ^ 


870 

z 


1.2.3... 28 dxv 
- & c. 


14322 1. 2. 3... 3o</*’» 

Si igitur innotuerit integrale fzdx , feu quantitas illa cuius 
differentiale fit = zdx , terminus fummatorius ope continuae 
diflerentiationis invenietur. Perpetuo autem notandum eft ad 
hanc expreflionera femper eiufmodi conflantem addi oportere, 
ut fumma fiat = o , fi index x ponatur in nihilum abire : 
131. Si igitur z fuerit funflio rationalis integra ipfius 
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u , quia eius differentialia tandem evanefcunt , terminus fum- 
matorius per expreflione.n finitam exprimetur ; iJ quod fe- 
queutibus exemplis illultrabimus . 

EXEMPLUM I. 

(Quaeratur terminus fummatorius huius feriei : 

1 2 3 4 5 * s 

I + 9 + 25 4 - 49 + 81 + + ( 2 *-l)*' 

Quia hic eft zz=(zx — i) 1 — 4** — 4^+1; 
erit fzdx =.7 x * — 2** + *, 
cx huius enim ditferentiatione oritur : 

4 xxdx — 4 xdx + dx = zdx . 

Deinde vero per differentiationem erit : 

dz o 

T =8*“4 


dx 

ddz 


dx * 
d l z 
~d^ 


= 8 


■ =2 o 


&C. 


Hinc erit terminus fummatorius quaefitus: = 

a # 1 — zx*-{-x-{- 2 xx — zx 4- {- + j * — 7 i Gonii, 
qua conflante tolli debent termini j — 7 , unde erit 

S (2*-l)’ = — 7* = ~ (2»-l)(*»+0* 

Sic erit pofito 4 primorum terminorum 

I + 9 + 2 5 4- 49 = -’7’9 — 8 4- 
exemplum ir. 

Quaeratur terminus fummatorius huius feriei : 
i 2 3 4 

14-27+1254-343+ .... 

Quia ell z = (2*-i) * = %x *- izx*+6x-i ; * n y^ 
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dx : - 

/*</* = 2**- 4*» -fijx *-*; — = 24* 1 — 24* -r 0 ; 

ddx d * x - * . 

— 48 * — 24 : = 48 ; fequenua evanefcunt. - ‘ 

dx x dx 3 

Quare erit S (2^-1) » = 2* ♦-^4*'*+ 3 * *“*- * 

+ 4 **— 6x*+ ix — 4 

I . + ?*» — XX + 4 

» .-”^1 

hoc eft S(2jr-i)»«=s 2**— x'(Xxx-iy Sic erit 
pofito x = 4 * + * 7 + 125 +■ 343 = ltfi 3 I = 4 ^* 

132. Ex hat inventa generali exprellione pro termino 
fummatorio fponte fequitur ille terminus fummatorius , quem 
fuperiori parte pro poteftatibus numerorum naturalium dedi- 
mus , cuiufque demonllrationem ibi .tradere non licuerat . 
Quod fi enim ponamus xzzx'^ erit utique, , 

fxdx = — x " “t" ; differcntialia vero ita fe habebunt : 

dx 

— = nx *- 1 
dx 

ddx , 

— =l ■(*-!)» — 

n(n-i) (»-2)* — » 


^ = * (»-0 (»-*) »*3) (»-4) ** * 

■(»- 1) , ; . . (a-tf)** - * «cc. 

dxi K 

Ex his ergo deducetur fequens terminus fummatorius relpon- 
dens termino generali x * ; fcilicet 

Yy Sar’ 
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S*"= — •*•“♦'* + — x H +-r.-x'— 

»4-i 3 6 * 

__L »(«-i)(»-i) 

* “ * . . . - 

30 2. 3. 4. 

+ -L ”(”-Q(”- 3 )(«-3)("-4) 

5- * 


42 2. 2. 4- 

- JL "v” -1 ) ’ • 
3°* 2- 3- • • 

+ J_ ” (”-2) • 

66 ’ 2. 3. . . 

__ 6pi »(»- 1), 


(»-£) 

. 8 

(»-«) 

. 10 


x"“ ’ 
ar* - * 


(»-io) 
— - 


2730 2. 3., , . . 

7 n(n-i) : . . 

... 12 

. . (»-12) ■> c ■ 

6 2. 3. ... . 

jc’~ ■> ! 1 

. . 14 - 

3617 »(»-x). . . 

. . (»-14) . ' 

510 2.3... . 

. . 16 * ' 5 

00 

00 

Ov 

'IT 

1 

H 

• • • ( n ~i 6) 

79 8 '2.3.. . 

Ar"-«r 

... 1 8 

174611 »(» — 1), 

. . . (»-18) . 'v 

330 '2.3. . 

X 9 - • 

• ■» • 20 

8 545 i 3 »(»-2) • • 

• • . (»-20) 


138 1 • 3 ' ' • • • « 22' ,• * y *, • k . 

2363640511 n (»~ 1) (»-22) 

' “ • ' " " ■ — — ‘ - ~ ^ **~JJ 

2730 2.3.“. 24 1 '-. H * — 

, 8 553 *o 3 » 0 »-r) (»-24) 

H — — — * ” ->J : 

O , , 2 .^. t . 26 • ’ 1 ‘ V 

_ 2374 P 4 <*io 2 p (»-2 6) 

870 * 2. 3. . % 

8515841276005 »(»-i) . ; . (»-28) 

+ . — - #«-** &c. 

14322 2.3.. 30 

cjuae 
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quae expreflio non differt ab ea , quam fupra dedimus , nili 
quod hic numeros Bernoullianos 51 j 33 > E , &c. introduxi- 
mus , cum fiipra ufi eflcmus numeris a , 6 , ^ , 8 , &c- in- 
terim tamen confenfus fponte elucet . Hinc ergo terminos 
fummatorios omnium potellatum ufque ad potellatem trigefi- 
mam inclufive exhibere licuit ; quae invelligatio , li alia via 
fuillet fufcepta , fine longiflimis & tacdiofiflimis calculis ab- 
Coivi non potuillet . 

133. Jam fupra §. 59. Gmilem fere expreffionem pro 
termino fummatorio dedimus ex termino generali definiendo . 
Ea enim pariter fecundum differentialia termini generalis pro- 
cedebat ; ab ifta autem in hoc potiflimum erat diverfa , quod 
illa non integrale fzdx requirebat , fingula vero termini ge- 
neralis differentialia per certas ipfius * funidiones habebat 
multiplicata. Eandem igitur exprellionem fequenti modo ad 
naturam fcrierum magis accommodato denuo eliciamus , ex quo 
fimul lex clarius patebit, fecundum quam coefficientes illi dif- 
ferentialium progrediuntur. Sit igitur feriei terminus generalis z , 
fundio quaecunque ipfius indicis x , terminus vero fummato- 
rius quaefitus fit s : qui quoniam uti vidimus eiufmodi erit 
funfdio ipfius x, ut evanelcat pofito x = o, erit per ea, quae 
fupra de natura huiufmodi funftionum demonftravimus : 
xds x % dds x^d^s . x*d*s 

s — 4 — - — 1 &C. = o . 

1 dx l.zdx* i.i.jdx* i.i.j.+dx* 

1 34- Quia s denotat fummam omnium terminorum fe- 
riei a primo ufque ad ultimum a, perfpicuum eft fi in s loco 
x ponatur x — 1 , tum priorem fummam ultimo termino * 
mulftari : erit fcilicet 

ds dds dis 

' dx 2 dx* 6 dx J 

ds dds d*s _ . 
ideoque * = — p— + — — — — — + « c * 


d*s „ 
— — — & c. 
24 dx* 

d*s 


dx 


ldx‘ 

Yy 


6 dx* 24 dx* 


quae 
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quae aequatio modum fuppeditat ex dato termino fummato- 
rio s definiendi terminum generalem , quod quidem per fe eft 
facillimum. Ex idonea autem combinatione huius aequationis 
cum ea , quam §. praeced. invenimus , valor ipfius s per x 
& as determinari poterit. Ponamus in hunc finem efle: 

B dx Cddx D d x E</*as 

S Az-f ; -f ; (-&C.C30. 

di f dx * dx 3 dx * 

ubi A, B, C, D, &c. denotent coefficientes neceflario five 
conflantes five variabiles: nam cum fit 

__ ds dds ^ d's d 's ^ d's ^ 

dx 2 dx' 6dx J 24 dx* 120 dx* 

fi hinc valores pro z , , - — , — — &c. in fuperiori 

r ’ dx’ dx 1 ’ dx' ^ 

aequatione fubfiituantur , prodibit: 
s = 1 

^ Ads ^Adds Ad's Ad*s Ad's ^ 

dx 2 dx 1 6dx » 24dx* i2odx'^ ^ 

B dds B d's . B d A s Bd's 


B dx 


+ 

dx — 


Cddx _ 


dx 1 

+ 

Dd'z 
— ^ 

I 

dx' 

E d*x 


dx' 


2 dx ' 6 dx 4 24 dx 5 ^ ^ CC " 

Cd ' s C d 4 f C d 5 i 

dx' 2 dx* 6dx * 

D d*s D dU 

+ -7 ,t—^t + 8cc * 


dx ♦ 


2 dx' 

E d's 

— — 7 — 4 - &c. 

dx' * 


&c. 


quae igitur feries iunflim fumtae aequales erunt nihilo. 

135. Cum ergo ante invenimus e (Te: 

xds x 1 dds x'd's x*d*s x'd's 

o = s — + — v . — H J. &c. 

24</*4 uodx'* 

fi 


dx 


2 dx 1 


6im 3 
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fi fuperior aequatio huic aequalis (fatuatur , prodibunt fequen- 
tes litterarum A, B, C, D, 3 cc. denominationes: 

A =* 

B = ll - ± 

2 2 

- • * B A 

6 ~ T d 


D=s — — — _ A 

2 4 2 5 24 

E ^ _D C B 

120 2 d 24 


_A_ 

120 


— — «cc. 


His igitur litterarum A, B, C, D, 8 cc. valoribus inventis, 
ex termino generali * terminus fummatorius i=Sz ita de- 
terminabitur, ut fit: 

c a Bdz C ddz Dd*z Ed*x F d'x 

s,= A*- 7 - + -J- _ -- + -J ~j~r + *«■ 

13& Cum autem fiat: 

A = k ■ 

B = ix* — ix 
c '= i** — • i** + n* 

® e i* 4 — £#* + ;;## 8cc. 
patet hos coefficientes efle eofdem , qncts fiipra §. 5*. habui- 
mus, unde illa termini fummatorii expreflio eadem eft 
quam ibi invenimus ; eritque propterea : * 

A = S*° = Si 
7 « 

J * 1 ' ' . — . • - ‘ 

{x* i 

i» 4 &c. 

Hinc ergo erit - 

r . aa% d *K 

lid w + 


B 

e= 

fSx' 

c 

aes 

iSx* 

D 

t 


E 


iSx 4 

dx 


dd% 

~dH 

S4 

2 dx* 
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xdz # s ddz , x^d^z x*d*x 
+ -t — : +&C. 


dx zdx 1 6 dx 5 2\dx* 

Quodl» autem ia termino generali a ponatur * = o, prodibit 
terminus indici =o refpondens ; qui fi ponatur = * , 
xdz . x- ddz x^d i z . „ 

«i, , .=.-* + 7*7 - Tjr + *“• , , ***" 

xdz x' ddz x'J l z x*d*z ^ ^ 

dx idx 1 6 dx' i 24 dx* •— 

quo valore fubftituto habebitur : 
dz . ddz • d*z d*z 

S ,=(,+.)— S s-f s *'- -fe 

Cognitis ergo ruminis poteftatum , hinc pro quovis termino 
generali ei conveniens terminus fummatorius exhiberi potelt. 

I 37 ’ Quoniam ergo geminam invenimus expreifonem 
termini fummitorii Sz pro termino generali «, earun^ne 
altera formulam integralem fzdx continet , fi illae duae ex- 
prediones fibi aequales ponantur, obtinebitur valor ipfius 
fzdx per feriem expreflus. Cum enim fit: 

. dz . ddz _ d*z . 

= (x±i)z — /» — — Sx .}. — ‘ 71 SxI ‘^ 8cc * 

v T ' 1 dx 1.2 dx* 1.2.3 dx* 

erit : 

/w.=(. +}) ~- 

—.(S.*— {»)+fa. 

5040 d* 7 

ubi <M, <3, $>, &c. deaotaat numeros Bemoullianos fu- 

Dra 122. exhibitos. ‘ 

* Sit 
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Sit v»gr. 


iz. ddz 

-xx , net 4=0; -7- cr 2*; & — — 1 , hinc ern: 


fxx dx = (* 4 - 4 )xx- 2 x( 4 XX -I- T x + 77 ) + 1 ( 7 * ’ + i * * + i *) 
feu fxxdx—\ jc * ; dat autem differentiatum utique 

xxdx . 

138. Nova ergo hinc patet via ad terminos fummato- 
rios ferierum poteflatum inveniendos; quoniam enim ex coef- 
ficientibus ante aflumtis A, B, C, D, &c. hi termini 
fummatorii facillime formantur , horum autem coefiicientium 
quilibet ex praecedentibus conflatur; fi in formulis §. 135. 
datis loco iltarum litteratum valorcs in 136. ttaditi fub- 
llituantur , erit : 

S* 1 -* — \xx — i* 

Sat *-** = { at’ — 7* — t (S* — *) 

= 7* — i(Sx'-x')——(Sx'-x') 

2 • 3 

Sx*-x*=ix’ — jx— i(Sx>-x’)— ^ (Sx'-x*)-l±± (S*- 

*• 3 2 - 3-4 

&C. 

Hinc ergo fummae poteflatum fuperiorum ex fummis inferio- 
rum formari poterunt. 

1 39. Quod fx vero legem , qua coefficientes A , B , 

C, D , &c. fupra §. 135. progredi inventi funt, attentius 
intueamur , eos feriem recurrentem conflituere deprehende- 
mus . Si enim evolvamus hanc fraftionem : 

te 4- 4 xxu -j-jx > » 1 +T;y 4 K 3 + rr.y & c. 

2 +7 « +4 «* -frj « 3 +rfi * 4 + &c. 
fecundum poteftates ipfius u , hancque feriem refultarc fumamus. 

A + Bu + C» * -f- Dh j 4 " E« * 4 " Att- 
erit uti ante invenimus A = *; B= 4 x*- — 4 A; &c. ficque 
inventa hac ferie , obtinebuntur termini fummatorii ferierum 
poteflatum . Illa autem fraftio , ex cuius evolutione ifla fe- 

ries nafcitur , tranfit in hac formam : — , quae fi x fue- 


rit 


T 
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rit numerus integer affirmativus, abit in 

cum ergo g t . 

i — x 



• *=!+- + 

M 1 H 5 

— — H 1- 

** 

+ &C. 


1 

I. 2 1.2.3 

1.2.3.4 


• 

f*'= i + — + 

4 ** + 

| 5 « 4 

■f &c. 


i 

1.2 , 1.2.3 

1.2.3.4 



+ + 

9 » % 2 7»» + 

8ix 4 

+ &c. 

/ 

I 

1.2 1.2.3 

1.2.3.4 


t 

r \ . (#-iV . 

(x-r)»M»^(x-l)»W» 

(x-l)*« 4 

4 * &C. 

m 

I 

x. 2 1.2.3 

1.2.3.4 



ideoque erit 

A = x 

B = S(x — i) = Sx — x 
C = {S(x — i)*=aiSx» — 

D =;-S(x— i)»=iSx5 — jx» 

Sc c. 

Unde nexus horum coefficientium cum fummis poteftatum , 
ante iam obfervatus, penitus confirmatur ac demonftratur. 


' t 
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